MAT1001 — LOASNINGSFORSLAG TIL MIDTVEISEKSAMENER

KNUT AASEN

SAMMENDRAG. Heftet inneholder lgsninger av midtveiseksamener gitt i MAT1001, fra og med
hgsten 2009 til og med hgsten 2014. Med forbehold om feil.

1. MipTvEls MAT1001 H@STEN 2009 — L@SNING
Problem 1. Vi har det linesere likningssystemet
r+y+5z=4
—r—2y—z=-1
3z +4y — 2= -3.
Ved radreduksjon har vi at

1 1 5 4 rrr—3sr (1 1 5 4
-1 -2 -1 -1 "R" o -1 4 3

3 4 -1 -3 0 1 -16 -15
1 0 9 7 -4 rverr (10 0 =2 = -2,
IItJHI 00 —12 —12 1=9-1L 11111 01 0 1 y = 1,
0 1 —-16 —15 0 01 1 s =1
|
Problem 2. Vi har det linaere likningssystemet
T+y—z=2
—y+z=1
2z + 2y +az = 4.
Ved radreduksjon har vi at
1 1 -1 2 1 1 -1 2
0 -1 1 1|0 -1 1 1
2 2 a 4 0 0 a+2 O
Vi ser na at vi far én fri variabel hvis vi setter a = —2, og fglgelig har vi uendelig mange lgsninger
nar a = —2. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har at

1 1 -1
SRR RIS R
2 2 a

=—a-2-1-(-2)—-1-2=—-a-2<=a=-2.

Na fglger det av teorem 3.13 at svaret ma veere a = —2. |
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Problem 3. Vi har egenverdiene ved

A=

0= det(M — \I) = -
2 =4.

1-x2 -1
-9 1-2A

:(1—)\)2—9:()\+2)(/\—4){

Problem 4. Vi multipliserer de gitte vektorene med B for & finne hvilken av de som ikke er en
egenvektor for matrisen:

2 1 -1 1 6
(a) [-2 -1 2 2 | =[-8
1 1 0 —2 3
1
Viser nd at | 2 |, ikke er en egenvektor for B. |
—2

Problem 5. Vi kan illustrere overgangene ved

0.8

0.5

Av tegningen har vi at

Tn+1 = 0.8z, + 0.5y,
Yn+1 = 0.2z, + 0.5yn,

slik at overgangsmatrisen M er gitt ved

0.8 0.5
M= <0.2 0.5) '

| |
Problem 6. Vi har at
—2(142)2—-d)(1+i)=—-2(2—i+4i+2)(1+i) = —2(4+ 3i)(1 +1)
—2(447i—3) = =2 — 144,
og dermed er realdelen —2. |
Problem 7. Vi har
2 = 2V/2ielT — 2 = 2v/2i (cos% —i—isin%) 21 =2v2i (f +i f) 2i
=21 —2—2{=-2.
[ |

Problem 8. Vi har rgttene til den karakteristiske likningen ved

+1 0 <— 1
r+—-= r=—=
2 2
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Na har vi den homogene lgsningen z = C (—%)n Videre finner vi partikuleerlgsningen, der vi

forst prover med formen zf, = A, slik at
1 3
A+ -A=- &< A=1
+ 2 2

Vi har né partikuleerlgsningen 2, = 1 og fglgelig har vi

1 n
xn:xﬁ+xﬁ:C’<—2> +1—1, narn— oo.

|
Problem 9. Vi har rgttene til den karakteristiske likningen ved
=-2
P 6=0 <> (r—|—2)(r—3):0{r1
T9 = 3.
|

Problem 10. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
l1-r=0 < r=1.

Na har vi den homogene lgsningen 2 = C. Videre finner vi partikuleerlgsningen, der vi prover
med formen zh = An + B, slik at

—n=An+B - (A(n+1)+ B) = —A.
Dette gikk ikke, sa vi gar na opp én grad og prover med 5, = An? + Bn + C.
—n=An*+Bn+C —(An+1)*+Bn+1)+C)=-24n—-—A—-B=-24An—A— B
Dette gir likningssystemet
{—2A =1+ A=]
~A-B=0 < B=-A < B=—-3.

N& har vi partikuleerlgsningen x}, = %nQ — %n, og fplgelig har vi

1 1
T, =al 4 2P =C 4+ Zn? — —n — 0o, narn — oo.

2 2
|
Problem 11. Vi finner egenverdiene ved
1
s—A 1 1 1 1 1
:th—AIZZ :—)\ 7—)\ —7:)\2_7)\_,
P detd= A= —A' (2 > 2 2" 2

1. fxa=1
()\—1)()\+){ '
For A1, har vi ved radreduksjon at

1 o> e (1 ) o> {331—2:52:0 = 11 = 219,

[Nl

i =10 0 0 0/ |agerfri.

(A=nI 0) = < :

Vi setter o = 1 og far egenvektoren vi = (%) Videre for Ag, har vi ved radreduksjon at

)

(Aol O)= (%

2

O =

9 er fri.

-3 <1 1 0) {xl +22=0 < x1 = —2,
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. -1 . .
Vi setter o = 1 og far egenvektoren vo = ( 1 > N4& skriver vi <§0> som en
0
linezerkombinasjon av egenvektorene. Vi gnsker altsa & finne ay og as slik at

To\ n — 15\ 2 " -1
Yo = (x1V1 a2V9o 15 = 1 (6] 1 .

N& har vi det lineazere likningssystemet

2041 — Qg = 15
o + ag = 15.

Ved radreduksjon har vi at
2 1 15\ 7201 (0 —3 —15\ "7 /1 0 10\ [ar =10
1 1 15 1 1 15 01 5))ay=5.
Vi kan na skrive (ZIO) = 10vy + 5vo, som gir
0

()= (o) () = (3 o) vomrmr= ()

n

1
V1+5<%
2

n

1\" 1\"
=10(1)"vi+5 (—2) vy = 10vy + 5 (—2> vy — 10vy, narn — oco.

Folgelig har vi at x, — 20 nar n — oo.
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2. MipTvEIS MAT1001 VAREN 2010 — L@SNING

Problem 1. Vi har det linesre likningssystemet

r+3y=4
r —y =4a.

Ved radreduksjon har vi at

1
1 3 4\ 2% /1 =1 4a \ i (1 0 1+3a\ [2=1+3a
1 -1 4a 0 4 4—4a 01 1—a))y=1-a

|
Problem 2. Vi har det lineaere likningssystemet
r+y—z=1
—z+az=1
z+z=1
Ved radreduksjon har vi
1 1 -1 1\ /-t (O 1 -2 O\ ;6 {1 0 1 1
10 a 1|78 (00 a+1 2| "™*" 01 -2 0
1 0 1 1 10 1 1 0 0 a+1 2
Hvis vi né setter a = —1, far vi et inkonsistent likningssystem. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har

1 1 -1

0=|-1 0 a :1‘0 a—1‘_1 "’—1’_1 0‘:—1(—1—a):1+a<:>a:—1.
0 1 1 1 1 0
1 0 1
Av teorem 3.13 mé svaret veere a = —1. [ |
Problem 3. Vi har determinanten til A ved
1 -1 1
11 11 11
R i I I
1 0 a
=1-a—0-14a—1+1-0—1=2a—-2.
[ |
Problem 4. Vi finner egenverdiene til M ved
B C12=A 1| 9 M =1
O—det(M—)\[)—’ 1 2_)\‘—(2—)\) —1{)\2:3‘
[ |

Problem 5. Vi multipliserer de gitte vektorene med B for & finne hvilke av de som er egenvek-
torer for matrisen.

-3 -1 0\ /0 ~1
@ |1 o 1|(1]=]( 3
0 -1 -3/ \3 ~10
-3 -1 0\ [1 -5
1 o 1]]2]=] 4
0o -1 -3/ \3 ~11
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-3 -1 0 1 -2 1
(c) 1 0 1 -1])=12 |=-2|-1
0 -1 -3 1 -2 1
1
Néa ser vi at | —1 | er en egenvektor for B med tilhgrende egenverdi —2. |
1

Problem 6. Vi kan illustrere overgangene ved
0.6

0.7
Av tegningen har vi at
Tnt1 = 0.6z, + 0.3y,
Yn+1 = 0.4z, + 0.7y,

slik at overgangsmatrisen M er gitt ved

06 03
M= <0.4 0.7) '

|
Problem 7. Vi har at
20 —d)(1+i)—2=2(1+1)—-2=2,
og fplgelig er imaginaerdelen 0. |
Problem 8. Vi har at
z=¢'6 el 46 = (COS% +isin%> (cos— +zsm% -1
3 1 1 3 3 3 1 3
Y EIAPE L Y GVPLYE R L SIS S L PP
2 2 2 2 4 4 4 4
|

Kommentar: Alternativt kan vi multiplisere eksponentialene til & begynne med, slik at vi far
2= e'f .65 4 e =el(§15) cos(m) + isin(n) = €'z — 1

=eos (3) wisin(3) 1=t
= COS B 7 811 B = 1.

Problem 9. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
2 2
r+ 3= 0 = r= 3
Folgelig er den homogene lgsningen :L‘Z =C (—%)n Videre finner vi partikuleerlgsningen, der vi
forst prgver med formen ah = A, slik at vi far
10

2
At A=-—2 e A= 2
"3 3
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Vi har na partikulserlgsningen x}, = —2, og dermed

2 n
xn:x2+xﬁ20(—3> —2— -2, narn — oo.

Problem 10. Vi har den karakteristiske likningen
r’+r4+1=0,

og dermed rgttene ved

Slik at vi far modulusen ved

A7) i

Na finner vi argumentet ved

\/g 2

sin9:7 <~ 02%61]61?9:?

1 2 4
cost = —3 92%61161“92%.

Folgelig har vi argumentet 6 = 2% og da den generelle lgsningen

2 2
T, = F cos <n;> + F'sin <n;> .

Videre gir initialbetingelsene oss likningssystemet
{xo =2 & E=2

11=1 <= FcosZT+FsinZ =2 < 2(-3)+FL =1+ F=

o
5

N4 fglger den endelige lgsningen

2w 4 27
Ty = 2c0oS <n3> + % sin <n3> .
Slik at for n = 2010, sa har vi
40207‘(’> + L (4020

4
T9010 = 2 COS < 7T> = 2cos (13407) + —= sin (13407)

sin
3 V3 3 V3
4 4
=2cos (27 -670) + —sin (27 - 670) = 2cos 27 + — sin 2w = 2.
( ) V3 ( ) V3

Problem 11. Vi finner partikuleerlgsningen, der vi forst prgver med formen ah = An + B.
dn=An+2)+B—(An+ B) =24
Dette gikk ikke, sa vi gar opp én grad og prover med zh, = An? + Bn + C.
dn=An+2)2+B(n+2)+C — (An* 4+ Bn+ C) = 4An + 4A + 2B
Vi har na likningssystemet
{4 —4A — A=1
0=4A+2B < 0=4+2B < B=-2.

N4 har vi partiukleerlgsningen 2, = n? — 2n, som er et av svaralternativene.
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Alternativ lgsningsmetode: Vi setter svaralternativene inn i venstresiden av likningen og ser
for hvilket vi oppnéar likhet.

(a) 4n+2)—4n=4n+2—4n =2

() 4n+2)2+(n+2) —4n?+n)=4n? +16n+ 16 +n+2 —4n? —n = 16n + 18
(c)n+2-2—(n—-2)=2

(d) (n+2)2—2n+2)—(n?>—2n)=n?+4n+4—2n—4—n?+2n=4n

Vi ser né at svaralternativ (d) er en lgsnings av den inhomogene differenslikningen. |
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3. MipTvEIs MAT1001 H@STEN 2010 — L@SNING
Problem 1. Vi har det linesre likningssystemet

r—y+z=1

3r —2y+z2=a

2t +y+2z=3a+3.
Ved radreduksjon har vi

1 -1 1 1 rr-ar (1 —1 1 1
3 21 a |"~ (0 1 -2 a-3
2 1 1 3a+3 0 3 -1 3a+1
I41T1 1 0 -1 a—2 - 1 00 a r=a
I 1 -2 a-3 | TR 001 0 a+1|{y=a+1
0 0 5 10 0 01 2 s =9,
|
Problem 2. Vi har det linesere likningssystemet
ar+y=1
do + ay = 2.
Ved radreduksjon har vi
(a 1 1) Iy (1 1 i) =4 <1 1 \ 1 4) .
4 a 2 4 a 2 0 a-— 2 2 — a
Hvis vi né setter a = 2 far vi én fri variabel, og fglgelig uendelig mange lgsninger. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har at

a 1

0= ‘:a2—4<:>a:i2.
4 q

N4 setter vi inn for a i det opprinnelige system, for & sjekke for hvilket av tilfellene vi far uendelig
mange lgsninger. Vi starter med a = 2:

I1—2.1
2 1 1\ 4 (1 3 %
4 2 2 0 0 0
N& har vi én fri variabel og fglgelig har vi uendelig mange lgsninger nar a = 2. |
Problem 3. Vi har at
1 -1 1
det(A) =1 1 —al=1-1% Y.L 794t 1
3 _9 1 -2 1 3 1 3 -2

=1—-2a+14+3a—2—-—3=a-—3.

Problem 4. Vi har egenverdiene til M ved

3—A 8

0=det(M-A)={"" "

’:(3—)\)(5—/\)—8:15—8)\+)\2—8

AM=1

:A2—8A+7:(A—1)(A—7){A
Y =



10 KNUT AASEN

Problem 5. Vi multipliserer de gitte vektorene med B for & finne hvilken av de som er en
egenvektor for matrisen.

3 2 4 0 2
(a) [-2 5 -1 11=15
8 —4 3 0 —4
3 2 4 -1 3
(b) 12 5 -1 1 ]1=16
8§ —4 3 1 -9
3 2 4 1 9 1
(¢c)|-2 5 -1 -1|=1-9]1=91(-1
8§ —4 3 2 18 2
1
Na ser vi at | —1 | er en egenvektor for B med tilhgrende egenverdi 9. |
2

Problem 6. Vi kan illustrere overgangene ved
0.7

o%

{an =0.7x, + Yn

Av tegningen har vi at

Yn+1 = 031'717

slik at overgangsmatrisen M er gitt ved

0.7 1.0
M= <0.3 0.0) '

|
Problem 7. Vi har at
3(a+2i)(—1+1i)+7+3ai =3(—a+ai—2i —2)+ 7+ 3ai
=—-3a+3ai —6i—6+7+3ai =—-3a+ 1+ (6a — 6)i,
og dermed er realdelen —3a + 1. |
Problem 8. Vi har at
— 92005 . ol — EHE)( f--ﬁ)
z=2e2-e6 +1 2<cos2+181n2 cos6+zsm6 +1
1
_2i(\é§+2i>+1—\/§i—1+1—\/§i.
|

Kommentar: Alternativt kan vi multiplisere eksponentialene til & begynne med, slik at vi far

. T N - 27 2 2
2 =925 et +1=257F) 1 =2 +1=2 <cos (;) +isin (;))

1 V3 .
:2(—2+z2)+1:z\/§.
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Problem 9. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
r—06=0 <= r=0.6.

Dette gir den homogene lgsningen z = C(0.6)". Videre finner vi partikularlgsningen, der vi
prover med formen zh, = A.
2

2=A-06A < A:0.4

=5
N4 har vi partikuleerlgsningen x5, = 5, og fglgelig har vi

Tp =2l + 2P = C(0.6)" +5— 5, narn — oo.

Problem 10. Vi har den karakteristiske likningen
r?* —0.4r — 0.6 =0

og dermed rgttene ved

1
_3
5

412 8)
04 VTt 1) 1 4(n
T 2 572 5 5{r

2

Na har vi den generelle lgsningen z,, = C'+ D (—%)n. Videre gir initialbetingelsene oss liknings-
systemet

r9g=50 «<— C+ D =150
11=34 & C-3D=34

Ved radreduksjon har vi
1 1 50\r—-rf1 1 50 \=3%/1 1 50\ 7-11 {1 0 40\ |C =40
1 -2 34 0 -3 -16 0 1 10 0 1 10/ ]D=10.
N& har vi at

z, =404 10 <—§> — 40, nar n — oo.

Problem 11. Vi har den karakteristiske likningen
2 —V3r+1= 0,

og dermed rgttene ved

LoV VT VB
2 2 2 T2
Na far vi modulusen
2 2
3 1 3 1
p= V3 +l5) =y;+7=1
2 2 4 4
Vi far argumentet ved
1
=t e 9= " cller = 2F
2 6
3 11
cos@z{(z)@zéelleerg.
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Folgelig har vi argumentet 6 = %, og videre er den generelle lgsningen
T T
= Ecos (n) + Fsin (nf)
Ty Ccos n6 + I'sin n6

Nar gir initialbetingelsene oss likningssystemet



MAT1001 — LOSNINGSFORSLAG TIL MIDTVEISEKSAMENER 13

4. MipTvEISs MAT1001 H@STEN 2011 — L@SNING
Problem 1. Vi har at

1 2 1
det(4) =|-1 2 2 :‘g _21’ 2-‘_01 _21’+‘_01 ;‘
0 2 -1
=2-(-1)-2-2—-2(-1--142-0)+(-1)-2+0-2=-10.
|
Problem 2. Vi har matriseproduktet ved
a 2 1 (1) (1) _ a-04+2-1+1-1 a-142-0+1-(-1)
3 a —1 1 -1 - \3:04a-1+(-1)-1 3-14a-0+(=1)-(-1)
B 3 a—1
S \a-—1 4 ’
|
Problem 3. Vi har det lineare likningssystemet
T+y+3z2=7
rT4+2y—2z2=-4
2z + 3y — 4z = —7.
Ved radreduksjon har vi
11 3 7Y\ mm—r (1 1 3 7 11111113 7
12 -2 4| '~"lo1 -5 —11]"'<7 |01 -5 —11
2 3 -4 -7 0 1 —-10 -21 00 -5 —10
w1137 -1 (1 0 0 2 T =
~ 1010 -1 "X (010 -1|{y=-1
0 01 2 0 01 2 2 =9
|
Problem 4. Vi har det linesre likningssystemet
r+y+z=1
—x+2y+az=0
2z +ay + 2z = 2.
Ved radreduksjon har vi
1 1 1 1\ i (1 1 1 1
-1 2 a 0"~ (0 3 a+1 1
2 a 2 2 0 a—2 0 0
Hvis vi né setter a = 2 far vi én fri variabel og fglgelig uendelig mange Igsninger. ]

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har

1 1 1
0=|-1 2 a/=* Y-t Yt s (220 —a—4
a 2 2 2 2 a
2 a 2
2 a1:2
=—a"4+a+2=—(a—2)(a+1)
a2:—1.
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Na setter vi inn for a i det opprinnelige system, for & sjekke for hvilket av tilfellene vi far uendelig
mange lgsninger. Vi starter med a = 2.

1 1 1 1\ mrer (1 1 1 1
-1 2 2 0] 'R {03 31
2 2 2 2 0000
N& har vi én fri variabel og folgelig uendelig mange lgsninger nar a = 2. |

Problem 5. Vi har egenverdiene til M ved

O:det(M—)\I):‘lz)‘ _21_)\‘:(1—)\)(—2—)\)—4:—2+>\+>\2—4
M= -3

=X 4A-6=A+3)A-2)¢""
Ny =2,

Problem 6. Vi multipliserer de gitte vektorene med B for a finne hvilken av de som er egen-
vektorer for matrisen.

1 -1 2 1 2
(a) 1 1 -1 11 =11
2 0 -1 1 1
1 -1 2 2 4
(b)y 11 1 -1 0)]=11
2 0 -1 1 3
1 -1 2 1 1
(¢c) |1 1 -1 21 =12
2 0 -1 1 1
1
Viser na at | 2 | er en egenvektor for B med tilhgrende egenverdi 1. |
1

Problem 7. Vi har

z = \@e’% ceT + e = \@(COS% —i—ising) (cos% —isin%) +cosm +isinm

Kommentar: Alternativt kan vi multiplisere eksponentialene til & begynne med, slik at vi far

2 =25 e T 4™ = V265 T) 4 cos(m) +isin(m) = V2e'T — 1

_ 2(cos(f)+isin(%)) —1:\/§<ﬂ+i\/§> 1=

4 2 2

Problem 8. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved

! 0 — !
rT— == T= =
2 2’
1

2)”. Videre finner vi partikuleerlgsningen

slik at den homogene lgsningen er gitt ved 2! = C (
der vi fgrst prover med formen z}, = A.
1

1
5_A—§A — A=1
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N& har vi partikuleerlgsningen z}, = 1, og dermed

1 n
xn:m2+mﬁzc<2> +1—1, narn — oo.

|
Problem 9. Vi har rgttene til den karakteristiske likningen ved
P42 —3=0 < (r+3)(r—1)—0{T1 =3
ro = 1.
N& har vi den generelle lgsningen
z, =C(=3)"+D(1)" =C(-3)"+ D.
Videre gir initialbetingelsene oss likningssystemet
{xo =2<<= C+D=2
r1 =2 <— -3C+D=2.
Ved radreduksjon har vi
< 11 2) 11431 (1 1 2> i (1 0 o) {C:O
-3 1 2 0 4 8 01 2))D=2.
Folgelig har vi den endelige lgsningen z,, = 2, og falgelig er zo011 = 2. |
Problem 10. Vi finner partikulserlgsningen, der vi fgrst prover med formen zf, = An + B.
An+6=An+2)+B—(An+B)=An+2A+B—-An—B=2A
Dette gikk ikke, sa vi gar opp én grad og prover med zh, = An? + Bn + C.
4n+6=An+2)2+B(n+2)+C — (An* + Bn+ O)
= An®+4An+4A+ Bn+2B+C — An* — Bn— C = 4An+4A + 2B
Vi har na likningssystemet
{4 —4A — A=1
6=4A+4+2B <— 6=4+2B <— B=1.
Fplgelig har vi partiukleerlgsningen =5, = n? 4+ n, som er et av svaralternativene. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter svaralternativene inn i venstresiden av likningen og ser
for hvilket vi oppnér likhet.

(a) 4dn+2)+6—(4n+6)=4n+4+6—-4n—-6=4

b) M+2)?2+n+2)—n?+n)=n>+4n+44+n+2-n2—-—n=4n+6

Vi ser na at svaralternativ (b) er en lgsning av den inhomogene differenslikningen. |

Problem 11. Vi har den karakteristiske liknigen
2 —Vor4+1= 0,

og dermed rgttene ved

V2, V2 VI VA
2;

=gty T gl

SGREE

Na far vi modulusen

_l’_

NN
NN
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5. MiDTVEIS MAT1001 H@STEN 2012 — L@SNING
Problem 1. Vi har det linesre likningssystemet

z+y+32=6
3z +4y —2=10
—x — 2y + 2z = 3.

Ved radreduksjon har vi

1 1 3 6 IT+IIT 1 1 3 6 ﬁlji 1 1 3 6
3 4 -1 10">"10o 0 -5 5| ~"l0 0 11
-1 -2 2 =3 -1 -2 2 -3 0 -1 5 3
I+III 1 0 8 9 I—-8-III 1 0 0 1 € 1
LTl -1 05 3R (o 1 0 2] {y=
0 0 11 0 011 5
|
Problem 2. Vi har det linesere likningssystemet
r+2y+(a+1)z=4
—z+(a—1y+32=5
r+y+z=1.
Ved radreduksjon har vi
1 2 a+1 4 TI+I1IT 01 a 3 TI<IIT 1 1 1 1
-1 a-1 3 5| "2 [0a 46| W [01 a3
1 1 1 1 1 1 11 0 a 4 6
o (11 1 1
o a3
4 6
0 0 E—a 5—3
Hvis vi né setter a = 2 far vi én fri variabel og fglgelig uendelig mange Igsninger. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har at
1 2 a+1
0=|-1 a-—1 3 | =
1 1 1
=(a-1)-3-2-(-1-3)+(a+1)(-1-(a—1)) = —a® +4
=24+a)2—a)=0 < a=+2.
Vi setter nd inn for a i det opprinnelige system, for & sjekke for hvilket av tilfellene vi far uendelig
mange lgsninger. Vi starter med a = —2.
1 2 -1 4 IT+1 o 1 -2 3 0 1
-1 -3 3 5] """ [0 -1 2 9] loo0o 0 12
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Na har vi et inkonsistent system, og fglgelig ingen lgsning for a = —2. Na har vi eliminert alle
svaralternativene utenom a = 2. Vi kan sette inn a = 2 i systemet for & dobbeltsjekke at dette
er riktig svar, slik:

a—1 3
1 1

-1 3

-1 a-—1
-2l |

’+(a+1)’1 1

1 2 3 4\ o /11 11 3 111 1 10 -1 -2
11 35| ™ g2 46" 012 3|01 2 3
1 111 1 2 3 4 0000 00 0 0

N& har vi én fri variabel og fglgelig har vi uendelig mange lgsninger nar a = 2. |
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Problem 3. Vi har

b 1 2 (1)}1 o b-0+1-142-1 b-14+1-(=1)+2-0
3 -1 0)\; o) \B0+(-1)-14b-1 314+ (-1)-(-1)+b-0

3 b—-1
b—1 4 )

|
Problem 4. Vi finner egenverdiene til M ved
0=det(d A1) =| 1,7 1i)\’:(—1—>\)(1—)\)—3:—1—>\+>\+>\2—3
A =2
:)\2—4:(>\+2)()\—2){>\::2'
|

Problem 5. Vi multipliserer de gitte vektorene med B for & finne hvilke av de som er egenvek-
torer for matrisen.

1 -1 0 1 0
(a) 12 -1 1 1 1=10
2 1 -1 -1 4
1 -1 0 2 2
(by {2 -1 1 0]=1{0
2 1 -1 —4 4
1 -1 0 1 -2 1
() |2 -1 1 3 |=-6]=-2{3
2 1 -1 -5 10 -5
1
Néa ser viat | 3 | er en egenvektor for B med tilhgrende egenverdi —2. |
-5

Problem 6. Vi har
(1-29)(14+2))3—1)=(14+2i—2i+4)(3—1i) =5(3—14) =15 — bi,
og dermed er imagingerdelen —5. |

Problem 7. Vi har

1 o . 1 s ™
z=— 26Z§—1>- e 414 :—<2<cos——|—isin—)—1>- cosT 4+ isinm + 14
\/§< ( ) V3 3 3 ( )

:13(1+\/§i1)(1+i):i(i1):1i.

Problem 8. Vi har det komplekse tallet z = 7, og fglgelig har vi modulusen ved
r=lzl=v12=1
N4 finner vi argumentet ved

sinf =1 < 92%,

slik at z = €'2. Dermed far vi

S
(=)
I
g
[VE]
.
sl-
I
Q
S
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Videre merker vi oss at % = ¥, som gir

i Y (T T s .o 1
’UJ1:’LU0'€Z5 :ez20-el5 :el(5+20):ez4 =COS— 4+ 281N — = ——
4 4 /2

hvilket er et av svaralternativene. |

+1

9

Sl

Problem 9. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
r—03=0 < r=0.3.

Som gir den homogene lgsningen

ah = C(0.3)"
Videre finner vi partikuleerlgsningen, der vi prgver med formen xh = A.
1.4
A-034A=14 <= 0.7A=14 = A:ﬁ:2

Folgelig har vi partikuleerlgsningen z%, = 2, og dermed

T, = a4 2P = C(0.3)" +2 = 2, narn — oo.

Problem 10. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
r—1=0 <= r=1.
Som gir den homogene lgsningen
h=cr=c.
Videre finner vi partikuleerlgsningen, der vi prover med formen 2}, = An + B.
2n=An+1)+B—-(An+B)=A
Dette gar ikke, sa vi gar na opp én grad og prgver med =5, = An? + Bn + C.
2n=A(n+1)>+ B(n+ 1)+ C — (An* + Bn + O)
=An? +24n+A+Bn+B+C —An?—Bn—C =24n+ A+ B
N& har vi likningssystemet
{2A =2 — A=1
A+B=0 < B=-A < B=-1,
slik at partikuleerlgsningen er gitt ved
ab = n? —n.
Na folger den generelle lgsningen
Tp=al +aP =C+n?—n.
Videre far vi av initialbetingelsen
r0=0 <= C =0,
slik at den endelige lgsningen er gitt ved
T, =n? —n.
Na har vi for n = 20 at
290 = 20% — 20 = 380.
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Problem 11. Vi multipliserer de gitte vektorene fra linessrkombinasjonen med M, for & finne

deres tilhgrende egenverdier:
12 12
v(13) = (iz)

Folgelig er (g) en egenvetkor for M med tilhgrende egenverdi \; = 1. Videre har vi at
4 2 1/ 4
()= () -2 (5)
slik at (_42> er en egenvektor for M med tilhgrende egenverdi Ao = 1/2. Na folger det at
Tn\ _ am(To\ _ s ([12 4\\ (12 nf 4
(o) = (o) =2 ()= () = () 2 ()
1 n l n
o (12) (L 4 _ 12+4(%)n 7
12 2 -2 12 -2 (3)

slik at vi far grenseverdien

Alternativ Igsningsmetode: Lgsningsmetoden som fglger tar litt tid a gjennomfgre, og er
egentlig mest relevant dersom en ikke far oppgitt lineserkombinasjonen.

Vi har egenverdiene ved

2_\ 1 2 5 1
0=det(M — \) = |3 3 = (2_\)(2-))_ 2
wr a0 =Tt 3= (5-3) (6-2) 15
3 1 1 AN =1
R e R R . [ s

For A; har vi ved radreduksjon at

iolo0\ e /1t -1 0
(M — XTI 0):<13 3 0> s <1 1 0)

6 6
mnm-r ({1 -1 0 r1— 22 =0 < x; =22
0 0 0 9 er fri

Vi setter o = 1 og far egenvektoren vq = G) Videre for Ao, har vi ved radreduksjon at

1

(M =X O)= <§

6

NN

0\ 5" /1 2 0\ |21 +222=0 <= 21 = 219
0 000 9 er fri.

-2 . )
1) N4a gnsker vi a skrive <zo> som en
0

lineserkombinasjon av egenvektorene. Med andre ord skal vi finne a1 og as slik at

zo\ N . (16} _ N —2
Yo = x1V1 a2V9o 10 = 1 a9 1 .

Dette gir det linesere likningssystemet

Vi setter 2 = 1 og far egenvektoren vy =

a1 — 2042 =16
a1 + ag = 10.
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Ved radreduksjon har vi at

L1
1 =2 16\ -1 (1 -2 16) /oir (1 0 12) far =12
1 1 10 0 3 —6 01 -2)Vay= -2

Altsa kan vi skrive (xo

) = 12v; — 2vg, som gir
Yo

<§”> = M" @0) = M" (12v1 — 2v3) = 12M"vy — 2M" vy = 12\7vy — 2\}v5
n 0

1\" 1\"
=12(1)"v; — 2 (2> vy = 12v] — <2) 2vo — 12vy, mnar n — oo.

slik at
T, 12

— =1, narn — oo.
Yn 12
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6. MipTVvEIS MAT1001 H@STEN 2013 — L@SNING

Problem 1. Vi har det linezre systemet

r+y=2>5,
3x — 2y = 5.
Ved radreduksjon far vi

1 1 5\m-3r(1 1 5 Ir(-1/5)1-11 {1 0 3 Tz =3,
3 =2 5 0 -5 -—-10 01 2 y=2.

|
Problem 2. Vi har det linesere systemet
2x1 + axe = 3,
Tr1 — T = 1.
Ved radreduksjon har vi at
2 a 3\r1-210 (0 a+2 1
1 -1 1 1 -1 1)’
og folgelig har ingen vi lgsning for a = —2. |

Alternativ lgsningsmetode: Vi setter determinanten av koeffisientmatrisen lik null, og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi har at

2 a

1 1 =-2—-a << a= -2

-

Folgelig gir a = —2 et inkonsistent systemet og dermed ingen lgsning.

Merk: a = —2 gir enten et system med uendelig mange lgsninger eller et inkonsistent system.
Her er spgrsmalet for hvilken a vi far ingen lgsning, og fglgelig er den eneste aktuelle kandidaten
a=—2. |

Problem 3. Vi har at

1 1 1 1

slik at (1/2)X7 + (1/2) X5 ogsa er en lgsning. [ |

Problem 4. Vi har at

=i )20 )6 D6 B=(5"0)-( )

]
Problem 5. Vi har at
0
(-1 1 2)- (1| =(-1-0+1-1+1-2) =(3).
1
|
Problem 6. Vi har at
a 1
det(M) = 3 1‘—a~1—3-1—a—3.
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Problem 7. Vi har det karakteristiske polynomet ved

—1-A 1

det(P — AI) = 0 1

‘:—(1+)\)(1—>\)=—(1—)\2)Z)‘z_l-

Problem 8. Vi har den karakteristiske likningen til ) ved

'—Q—A 1

0=det(Q — ) = 0 3.\

‘ =—A+2)3=XN)=A+2)(A-3),
slik at —2 er en egenverdi for Q.
Problem 9. Null-vektoren er ikke en egenvektor for @, sa riktig svaralternativ er (c).
Problem 10. Vi har at

A(vy 4+ va) = Avy + Avy = A\ vy + Aave,

og siden A1 # Ao, sa far vi ikke A(vy + va) = A(vy + v2). Dermed vil ikke vi + vg, veere en
egenvektor for A. ]

Problem 11. Vi har at
B—4)(241)=6+3i—2i—(—1)=T+1,
slik at realdelen er 7. |

Problem 12. Vi har at

%@i% 2@_1% = gez(%fg) = 60 =1
|
Problem 13. Vi har at
- 1 3
z=2¢"3s —1=2(cos(n/3) +isin(r/3)) —1=2 (2 —i—z\g) —1=1iV3.
|
Problem 14. Vi har det komplekse tallet z = —1 — 4, slik at modulusen er gitt ved
p=lol = V12 + (C17 = V2.
N& har vi for argumentet at
1 2 3 5
cos(@):—ﬂ:—\g = szﬂellerezzﬂ
1 2 5 7
sin(f) = 7 = —\g = 0= ZF eller = ZW’
slik at argumentet er gitt ved 6 = 57 /4. Folgelig har vi polarformen
2 =V2eT
Problem 15. Det er umulig & finne verdien av z3, uten noen form for initialbetingelse. |

Problem 16. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved

r—2=0 < r=2,
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slik at den homogene lgsningen er gitt ved 2 = 2"C. Videre finner vi partikulerlgsningen, der
vi fgrst prover med 2f, = A.

—1=A-2A=-A < A=1.
N4& har vi partikuleerlgsningen 5, = 1 og dermed den generelle lgsningen
T, =zl + 2P =2"C + 1.
Av den gitte initialbetingelsen har vi
l=zg <= 1=20+1 < C=0,
slik at vi har den endelige lgsningen gitt ved
T, = 1.

Na fglger det at x99 = 1. |

Problem 17. Vi har roten til den karakteristiske likningen ved
r—1=0 <= r=1,
slik at var homogene lgsningen er gitt ved 2 = 1"C' = C. Videre finner vi partikuleerlgsningen
der vi fgrst prover med b, = An + B:
2n+1=An+1)+B—-(An+B)=A
Dette fungerte ikke, sa vi gar na opp en grad og prover med ah = An? + Bn + C:
n+1=An+12+Bn+1)+C— (An*+Bn+C)=24An+ A+ B
N& har vi det linezere systemet
2A=2 «— A=1

{A+B:1 <— B=1-1=0,

og folgelig er partikuleerlgsningen gitt ved 2, = n%. Na har vi den generelle lgsningen
xn:x2+xﬁ:0+n2.

Av den gitte initialbetingelsen har vi

0=xz¢p < 0=C+0? < C=0,
og dermed er den endelige lgsningen gitt ved

Ty =N°,
slik at
x5 = 5% = 25.

Alternativ lgsningsmetode: Vi har

Tpt1 = Tp +2n+1
,CE(]:O,

der vi setter inn verdier for n i utrykket for x,1, til vi far xs:
n=0r=20+2-0+1=1
n=1x9o=21+2-1+1=4
n=2:1xr3=x0+2-241=9
n=3 ry=2x3+2-3+1=16
n=4:x5=x4+2-44+1=25
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7. MipTVEIS MAT1001 H@STEN 2014 — L@SNING

Problem 1. Vi har det linezre likningssystemet

r+2y="7,
3r —y = 14.

Ved radreduksjon far vi

12 7\u=sr(1 2 7 ”;(:5/1”’ 1 0 5\ [z=5,
3 -1 14 0 —7 -7 01 1))y=1.

|
Problem 2. Vi har
20 +4y =6 <= = =3 — 2y,
og dermed har vi lgsningene gitt ved
T 3 -2
E)=()+ (7). cem
|
Problem 3. Vi har ved matrisemultiplikasjon at
1 1-1 1-2 1-1 1 21
201 2 1)=1(2-1 2.2 2.1 ={2 4 2
3 3:1 3-2 3-1 3 6 3
|
Problem 4. Vi har det lineare likningssystemet
20 4+ay =1,
(1—a)z—y=2.
Ved radreduksjon har vi
2 a 1\ I1-4541 (2 a 1
1-a -1 2) 7 0 —14lle 9 1o
Dersom vi né setter a = —1, s& far vi at
(a—1)a l1—a
—1+——=0 2 — =1.
+ 5 og 5
Fglgelig har vi 70 = 1”7 nar @ = —1, og dermed har vi ingen lgsning nar a = —1. |

Alternativ lgsningsmetode. Vi setter determinanten til koeffisientmatrisen lik null og bruker
teorem 3.13 fra Borge. Vi far

. 2 a . ) o a = 2 5
0 = det (1—a _1> =2(-1)—(1—a)a=a —a—2—(a—2)(a+1){a__1.
Folgelig har vi enten uendelig mange eller ingen lgsning nar a = 2 eller a = —1. Eneste av disse
verdiene som er et alternativ er a = —1, s& dette mé vaere svaret. |

Problem 5. Ved radreduksjon har vi

1 1 1\ -2 /1 1 i 11 1
2 —1 2| "C" (o =3 o0 o 01 0
1 -1 0 0 -2 —1 00 -1

N& har vi fatt 70 = —1”, og dermed har vi ingen lgsning. |
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Problem 6. Vi har matriseproduktet

- () (G D)= (A e (2 Y

| |
Problem 7. Vi har determinanten
1 2 3
det |0 4 3| =det (4 3) — 2det (0 3) + 3 det <0 4) =8—2(=3)+3(—4) =2.
0 2 1 2 1 0
1 0 2
[ |

Problem 8. La M veere den oppgitte matrisen. Vi det karakteristiske polynomet til M gitt ved

det(M — \I) = <1IA _1A> = AN1-XA)-1=X-X-1
|
Problem 9. La A veere matrisen
4o (an a12> ’
a1 a2
som tilfredsstiller
1 _ 4 =1\ _ (an a2 (1) _ (—a11+ a2
0 1 as1 a2 1 —ag1 + a2
0 .y 1 _ (@11 a2 1 _ a1l + a2
1 1 as1 a9 1 as1 +agg )’
N& har vi de linesere likningssystemene
—ai; +ape =1,
_ (%)
a1 + a2 =0,
og
—ag1 + az =0,
- (%)
az1 +azn = 1.

Lgser forst (%), ved radreduksjon:

.1
(—1 1 1> T <1 -1 —1> 1 <1 0 —;) an = —3,
1 10 0 2 1 01 §) a=3

Videre lgser vi (%), ved radreduksjon:

1
—1105}3’1—105%%’;10%
1 11 0 2 1 01 1

N& har vi funnet A, og har dermed

-
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Problem 10. Vi multipliserer de gitte vektorene med den gitte matrisen, for & finne hvilken av
de som ikke er en egenvektor for matrisen:

o () (F)- () -(2)-(3)
w(:1)()-=0G)=6)

Vi har né at (;l

Problem 11. For z = a +ib, a,b € R, har vi
22 = (a+1ib)? = a® + i2ab + (ib)? = a® + i2ab — b°.

> ikke er en egenvektor for den oppgitte matrisen. |

Fplgelig har vi realdelen til 22 som a? — b?. |
Problem 12. Vi har det komplekse tallet z = —1 + i1/3, og folgelig har vi modulusen ved

r=lzl= /(=12 + (V32 =Vi=2.

Videre finner vi argumentet ved:

cos(f) = —;} ; 9

sin(0) = Y3 [ 3"
N& har vi funnet at polarformen til z er gitt ved:
2 =257

|

Problem 13. Vi har

"2 (1+1) = (cos(n/2) + isin(m/2))(1 +1i) =i(1+4) =i —1

|

Problem 14. Vi har

I+ =((1+49)3? = (1+2i +4%)* = 4i*> = 4.

|

Problem 15. Vi har differenslikningen

xn+1—§:):n:2, s =8, n=0.

Vi har den karakteristiske likningen

1

—z=0<= r=_,

"7 "7
og dermed den homogene lgsningen

1
h _
Ty = 270,

hvor ¢ € R er en konstant. Videre finner vi partikulaerlgsningen der vi prgver med x}, = A:
1 1 1
N& har vi den generelle lgsningen
1
Ty = a4+ 2P = 2—nc+4.
Av initialbetingelsen far vi

1
8:x4zﬁc+4 < c=4-16 = 64,
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og dermed den endelige lgsningen

64

Folgelig har vi

64
= +4 =68,

Problem 16. Vi har differenslikningen
Tn+1 — 0.9z, =10, n =0,
med gitt intialbetingelse xg. Videre har vi den karakteristiske likningen
r—09=0 < r=0.9,
og dermed har vi
" =0.9",
hvor ¢ € R er en konstant. Videre finner vi partikuleerlgsningen der vi forst prgver med 25 = A:
10=2P —0.922 = A—-094=0.14 <= A =100
Folgelig har vi den generelle lgsningen
Ty =z + 2P = 0.9"c + 100.
Videre har vi av intialbetingelsen at
g =c+ 100 <= c = z¢ — 100,
slik at vi har den endelige lgsningen
xn = 0.9" (29 — 100) 4 100.
Na fglger det at x, — 100 nar n — co. |
Problem 17. Vi har differenslikningen
Tpn+l —Tp=n, x9=0,n2=0.
Videre har vi den karakteristiske likningen
r—1=0 << r=1,

og dermed den homogene lgsningen

h

Tn

=c,
hvor ¢ € R er en konstant. N4 finner vi partikuleerlgsningen der vi fgrst prgver med 24, = An+ B:
n=xb  —ab =An+1)+B—-(An+B)=A
Dette fungerte ikke, sa vi forsgker med z, = An? + Bn + C:
n=An+1)>?+Bn+1)+C— (An®> + Bn+C) =2An+ A+ B
N4 har vi likningssystemet

2A=1 < A=1,
A+B=0 < B=-A=-1

og dermed den generelle lgsningen
1 1
T =l faf =c+ 5n2—§n.

Videre har vi av initialbetingelsen at

0=2¢=c,
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og dermed den endelige lgsningen

Folgelig har vi
L 202 L 20 = 190
Tog = — - - = = .
20 2 2

29



