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OPPGAVE 1

a) [8 poeng] Finn en antiderivert til funksjonen f(x) = z2e®.

Lgsning.

Vi bruker delvis integrasjon to ganger

/:13261E dr = 2%e® — 2/$e$ dz

u=ax% v =e"

W =2x v=2¢"

= 22 — 2(ze® — / 1-e%dx)

u=zx v =€

=1 v=¢"

= z%e” — 2(ze” — e” 4 (")
= 2% — 2ze® + 2¢" + C

hvor vi har satt C = —2C".

2

b) [10 poeng] En ferste ordens differensiallikning er gitt ved ¢’ + y = 2°. Finn den spesielle

lgsningen til denne differensiallikningen som tilfredsstiller y(0) = 1.
Lgsning.

Vi setter inn i formelen og bruker resultatet i a);

yze—fld;t/ljefldacdl,

= em/x2 e’ dx

= e ¥(2%e” — 2ze” 4 2" 4 O)
=22 2242+ Ce®

Initialbetingelsen gir
1=y0)=0-2-0+24+C=2+4+C

eller C = —1 og vi har den spesielle lgsningen

y=a’—-20x+2—e"




OpPPGAVE 2 I en kjemisk reaksjon vil ett molekyl av stoffet A reagere med ett molekyl av stoffet
B og danne ett molekyl av stoffet C. Vi blander ut like store mengde (P) av A og B i et vannbad
og folger med pa reaksjonen. Vi lar y(t) betegne mengden av stoff C som er dannet i vannbadet
ved tiden ¢t. Vi antar at y oppfyller differensiallikningen

y = k(P —y)
der k er en positiv konstant.

a) [8 poeng] Lgs differensiallikningen og finn et uttrykk for y som en funksjon av tiden t.
Lgsning.

Dette er en separabel DL, sa vi separerer variable og integrerer begge sider;

1 1 —du dy
P—y / u2 / (P—y)? / "

u=P—-—y du=—dy

dvs. 1
— =kt+C
I +
eller
Py 1
Y= %t+C
som gir
—P_ 1
Y=t ce

b) [6 poeng] Vis at dersom vi setter y(0) = 0 vil lgsningen i a) veere gitt ved

(t) = P2kt
YW= Prt+1
Lgsning.
Setter inn y(0) = 0 og far
1 1
0=y0)=P———=P——
v(0) k-0+C c
dvs. C' = % som gir lgsning
1 P P2kt
kt+ 5 Pkt+1 Pkt+1

c) [ poeng] Nar t — oo vil lgsningen y av differensiallikningen stabilisere seg pa en bestemt
verdi. Finn denne verdien.
Lgsning.
lim 7P2kt = lim 7P2k = P—Qk =P
t—oo Pkt +1 t- Pk+1 Pk

Dette kunne vi ogsa utledet rett fra likningen, siden det at y stabiliserer seg er ekvivalent
med at iy’ = 0. Det fglger av likningen at P —y = 0, eller y = P.



OPPGAVE 3 En andre ordens differensiallikning er gitt vd

y'+2y +5y=0
a) [8 poeng] Finn den generelle lgsningen til denne differensiallikningen.
Lgsning.
Vi finner rgttene til det karakteristiske polynomet, A2 + 2\ + 5 = 0, gitt ved

L 2+22°45 V16

—1+——=-1+2%
2 2

A

Innsetting i formelen for lgsning av slike DL gir,

y =€ *(Ccos(2z) + Dsin (2z))

b) [8 poeng] Vis ved utregning at den spesielle lgsningen av differensiallikningen som tilfredsstiller
initialbetingelsene y(7) = 0 og y/(7) = ™™ er gitt ved

1
y(z) = 56796 sin(2x)
Lgsning.
Vi beregner fgrst den deriverte til y;

y' = —e *(Ccos (2z) + Dsin (2x)) + e~ *(—2C sin (2x) + 2D cos (2z))
=e “((—C +2D)cos (2z) + (—2c¢ — D) sin (27))

Setter sa inn for initialbetingelsene;
0=y(m) =e "(Ccos(2m) + Dsin (27)) = Ce™ "
e =y (m) =e " ((=C +2D) cos (27) + (—2c — D) sin (27))
=e "(—C+2D)
som sammen gir C' =0 o0g D = % og den spesielle lgsningen blir
e 1. T ..
y=-e ¥ - —sin(2x) = —e “sin(22)
2 2
OPPGAVE 4 En andre ordens inhomogen differenslikning er gitt ved
Tpto — Tp =4n — 2

a) [8 poeng] Finn den generelle lgsningen av differenslikningen.
Lgsning.

Vi lgser forst den tilsvarende homogene likningen ved a finne rgttene i det karakteristiske
polynomet. Vi har A2 — 1 = 0 som gir A = £1 og den generelle lgsningen av den homogene
blir

ah =C 1"+ D(-1)"=C + D(-1)"



Vi finnner sa en spesiell lgsning av den inhomogene likningen. Siden A = 1 er en rot i det
karakteristiske polynomet ma vi prgve med et polynom av grad en hgyere enn hgyresiden i
likningen, dvs. vi prever med x5 = An? + Bn + C. Innsetting gir;

250 — a5 =An+2)?+B(n+2)+C—An* -~ Bn—-C
= An? +4An+4A+Bn+2B+C — An®> — Bn—C
—4An+2B+4A=4n—2

som gir 44 = 4 og 2B +4A = =2, eller A = 1 og B = —3. Dermed har vi den spesielle
lgsningen gitt ved x5 = n? — 3n, som satt sammen med den generelle lgsningen av den
homogene likningen gir oss den generelle lgsningen av den inhomogene likningen

z, =C+D(-1)"+n*—-3n

b) [6 poeng] Gitt initialbetingelser g = 0 og x1 = 0, finn den spesielle lgsningen til differens-
likningen.

Lgsning.

Vi setter inn for initialverdiene og far

0=2g=C+D(-1)°+0°-3.0=C+D
0=z1=C+D(-1)'+12-3.1=C—-D-2

som gir C'= —D =1 og vi har den spesielle lgsningen

Tp=1—(=1)"+n*—3n

SLUTT



