Grunnleggende bakgrunn for MAT1001

Dette lille heftet er ment som en støtte til studenter i MAT1001 som føler at de trenger en liten oppfrisking av grunnleggende begreper fra skolen. Fra tidligere semestre vet vi at det er en stund siden mange av dere hadde matte sist og at en oversikt har vært etterlyst. Teksten er hentet fra nettsiden www.matematikk.net.

(Mer spesifikt er avsnitt  1-4  hentet fra http://www.matematikk.net/kunloeft/utrinn.php. Avsnitt 5 er hentet fra http://www.matematikk.net/ressurser/per/per_oppslag.php?aid=207. )

Disse sidene er beregnet på skoleungdom, så om dere finner eksemplene banale, er dette grunnen. Jeg synes imidlertid at siden legger frem stoffet på en oversiktlig og kortfattet måte og anbefaler alle som føler at de har noen huller å ta en tur innom siden. Under ”Klassetrinn” finner dere oppsummering av pensum, dere kan evt. søke i ”Databasen Per” om dere lurer på bestemte uttrykk eller begreper. 
Kurset forutsetter at dere har kunnskap tilsvarende 2MX. Det kan anbefales å ta en titt på de gamle bøkene eller få lånt en om det er lenge siden man tok 2MX eller bare vil repetere kurset.

Ellers er det selvfølgelig bare å spørre oss på gruppetimene, vi er der for å hjelpe dere! Det viktigste er å komme i gang tidlig og gjøre mange oppgaver(
1. Brøk

Innledning 

En brøk består av tre elementer, teller, brøkstrek og nevner. 
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Figur 2.1: En brøks bestanddeler 

Brøkstrek betyr det samme som deletegn. En brøk er en del av noe. Hvor stor del kommer an på teller og nevner. Nevneren forteller hvor mange deler helheten er delt opp i. Deler du en pizza i fire like store biter blir nevneren fire. Spiser du en av bitene har du spist 1/4 av pizzaen. Telleren sier altså noe om hvor mange av delene i nevneren som "er med på leken".
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Figur 2.2: Gult er teller, rød + gul er nevner 

Deler du samme pizza opp i åtte like stykker blir stykkene havparten så store som når du deler den i fire. Om du spiser to stykker når pizzaen er delt i åtte, er det likeverdig med å spise et stykke når pizzaen er delt i fire. Slik kan vi fortsett. Det kalles å utvide brøken.

Å utvide brøken 

Om vi holder oss til eksempelet over kan vi skrive det slik:
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Det vi egentlig gjør er å multiplisere teller og nevner med samme tall, i dette tilfellet 2. 
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Vi kan utvide en brøk med både tall og bokstaver, men det er viktig at vi gjør det samme i både teller og nevner. Gjør vi ikke det, vil brøkens verdi endre seg.

Å forkorte brøken 

Å forkorte en brøk er det motsatte av å utvide den. Først må vi faktorisere teller og nevner. Se siden om faktorisering dersom du ikke kan det. Brøken tolv sekstendeler kan skrives som:
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Når vi forkorter 2- tallene i teller og nevner må vi huske på at de erstattes med tallet 1. De går ikke an å få null i teller eller nevner når vi forkorter på denne måten. Også her er det viktig at vi gjør det samme i både teller og nevner.

Blandet tall 

Et blandet tall består av et heletall og en brøk. 

Eks:
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Dette blandede tallet består av en hel og en fjerdedel. Det kan illustreres med følgende figur.
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Figur 2.3: Blandet tall 
 

 

Fra brøk til blandet Tall

En brøk der teller er større enn nevner kalles en uekte brøk. Uekte brøker bør i de fleste tilfeller gjøres om til blandet tall. Det gjøres enkelt ved at man tenker på brøkstreken som et deletegn og utfører divisjonen med tanke på heltall. Resten blir teller i brøken. Eks.
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Fra Blandet Tall til Brøk
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Addisjon og subtraksjon 

For å kunne legge sammen eller trekke fra brøker må vi ha felles nevner. La oss først se på brøker som har felles nevner. Eks.

[image: image10.png]



Vi beholder nevneren som den er og legger sammen tellerne. Det samme gjelder for subtraksjon: 
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Litt mer komplisert blir det når vi har forskjellige nevnere, for da må vi først finne fellesnevner. Les avsnittet om faktorisering før du fortsetter her. Eks:
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Først faktoriseres alle nevnerne. Man finner så fellesnevner. Den enkelte brøk utvides med det tallet som multipliser med nevner gir fellesnevner. Utfør multiplikasjonene. Du har nå fellesnevner og kan addere og subtrahere tellerne.

Multiplikasjon 

Brøk med brøk

Når to brøker skal multipliseres (ganges) med hverandre, multipliserer vi teller med teller og nevner med nevner. Eks:
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Brøk med heltall

Vi multipliserer heltallet i teller og beholder nevner. Gjør om til blandet tall om du kan.
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Divisjon 

Når to brøker skal divideres (deles) med hverandre, snur vi den siste brøken (divisor) og multipliserer utrykket. Med snu menes at vi bytter om teller og nevner. Eks:
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Vi tar en til:

[image: image16.png]



La oss vise hvorfor det er slik. Husk at vi tidligere har sagt at brøkstrek og deletegn er det samme. Eks:
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Når du skal dele en brøk på et helt tall gjør du det hele tallet om til brøk som vist nedenfor, for så å følge regelen over. 

Diverse 

En brøk som har null i teller er lik null:
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Når teller og nevner er like store er brøken lik en:
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Et heltall gjøres om til brøk slik (n er et helt tall som .......-2, -1, 0, 1, 2, 3...):
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2. Potensregning
Innledning 

Vi kan skrive 1000 som 10 · 10 · 10 og 100 som 10 · 10. Noen ganger ønsker vi å skrive tallene på denne måten. Å skrive 1.000.000 som 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 er som du ser ganske plasskrevende og tungvindt. Vi innfører derfor en ny måte å skrive tall på, og vi kalle den for potens.

Eksempel 1: 

1000 = 10 · 10 · 10 = 103
En potens består av et grunntall og en eksponent. Grunntallet i dette tilfellet er 10 og eksponenten er 3.

Eksponenten forteller oss hvor mange ganger grunntallet skal ganges med seg selv.

Eksempel 2: 

36 = 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 729

a4 = a · a · a · a

102 = 10 · 10 = 100

109 = 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 = 1 000 000 000 

Som vi ser fra vårt eksempel kan potenser ha andre grunntall enn ti. 

Regneregler for potenser 

Følgende regneregler gjelder for potenser:
  

	
	Regel 
	Eksempel 

	1 
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	2 
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	3 
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	4 
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	Definisjon 

	5 
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	6 
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	7 
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Merk: I regel nummer 3 er n et positivt heltall.

 

Sammensatte eksempler: 

 

Skriv enklest mulig:
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Bruk av regel (1) og (2). 
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Bruk av regel (1) og (2). 
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Bruk av regel (1), (2), (5), (6) og (7). 
 

Normalform 

 

Man kan skrive 100 som 102, men hva med 300? 300 kan skrives som 3 · 100 som kan skrives som 3 · 102. På samme måte kan for eksempel 320 skrives som 3,2 · 102 ? 

Dette kaller man normalform eller standardform.

Generelt ser formelen slik ut: 

± k · 10n 

Der n er et helt tall og 1≤ k < 10. 

 

Eksempel 3: 

Lyset beveger seg med en hastighet på ca. 300.000 km/sek. På normalform skrives det

3,0 · 105 km/sek.
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Som det framgår av tabellen over er potenser og normalform en lite plasskrevende skrivemåte når man arbeider med store eller små størrelser.

Kvadratrot og andre røtter 

Kvadratroten av et tall m, er et tall n som ganget med seg selv gir m. Symbolet for kvadratrot er [image: image38.png]



Hva er kvadratroten av 4? Tallet som ganget med seg selv gir 4 er 2. Det skrives slik:
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Mer generelt er 
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Roten av et tall (n) kan være et negativt tall. Man kan ikke ta kvadratroten (m) av et negativt tall. Dette er problemer vi lar ligge her.
Ut fra navnet kvadratrot kan det være naturlig å tro et det er en sammenheng mellom kvadratrot og kvadrat. La oss se! 
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Et kvadrat har sidekanter med lengde k.

Arealet av kvadratet er k · k, eller k2. Dersom man setter k = 10 cm betyr det at arealet av kvadratet er 100 cm2. Dersom man kjenner arealet av et kvadrat kan vi bruke kvadratroten til å finne lengden av sidekantene. Et kvadrat med areal 81cm2 har sidekanter med lengde:
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Kvadratroten kalles av og til for andreroten og kan også skrives slik:
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På samme måten som man kan ta kvadratroten, eller andreroten av at tall, er det også mulig å ta tredjeroten. Tenk deg en terning med sidekanter k. Vi setter k = 5cm. Volumet av terningen blir V = k3=k · k · k = 5cm · 5cm · 5cm = 125cm3.
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Tredjeroten, eller kubikkroten som den også kalles, kan man bruke til å finne sidekanten av en terning dersom man kjenner volumet. Eksemplet over løser man på følgende måte:
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Når man skal finne tredjeroten jakter vi på det tallet som, ganget med seg selv tre ganger, har et produkt tilsvarende tallet under rottegnet. Vi kan skrive et generelt utrykk slik: 
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Her må n være et helt positivt tall. Dersom n = 2 (kvadratrot) pleier vi utelate 2 - tallet.

Regnereglene er som følger:
  

	 
	Regel 
	Eksempel

	8
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	9
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	10
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NB:I (10) er m og n positive heltall. I (9) er b forskjellig fra null. 
3. Faktorisering
Innledning 

Å faktorisere vil si å skrive et tall eller et bokstavuttrykk som et produkt. Et produkt er noe som består av to eller flere faktorer, for eksempel 2∙2 eller 3∙x∙(x+2). En årsak til at man ønsker å skrive et utrykk på faktorisert form er at det kan gi muligheter for å forkorte enkelte faktorer og derved gi et enklere utrykk i svaret.

 
Faktorisering av tall 
  

Eksempel 1: 

Eks. Tallet 4 kan skrives som 2 · 2. 

Dersom vi skriver 4 som 2 ·2 har vi faktorisert 4. Vi skriver 4 som et produkt av faktorene 2.

Dette bruker vi ofte når vi skal finne fellesnevner eller forkorte.

Dersom vi skriver 8 = 2 · 4 har vi faktorisert 8. Men, vi har ikke primtallsfaktorisert siden 4 ikke er et primtall. Dersom vi skriver 8 = 2 · 2 · 2 har vi primtallsfaktorisert 8. 

Gjør følgende:

Skriv tallet som skal faktoriseres på venstre side av en lang loddrett strek. Begynn med å prøve å dele tallet på 2. Dersom det er mulig skriver du 2 på høyre side av streken og svaret du får under tallet på venstre side av streken. Når du ikke kan dele på 2 lenger prøver vi med 3. Slik fortsetter vi med 5, 7 osv. Dersom man multiplisere alle primtallene på høyre side av streken skal man få det tallet man startet med. 

16 faktorisert skrives slik:
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Vi delte på to fire ganger. Dersom vi multipliserer divisorene ender vi opp med det tallet vi startet med.

Eksempel 2: 

2 ·2 · 2 · 2 =16

16 på faktorisert form skrives altså som 2 · 2 · 2 · 2.

Eksempel 3: 

Eks: Vi faktoriserer tallene 162, 12 og 4620.
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Vi begynner med å dele på 2. Når det ikke går lenger prøver vi med det neste primtallet.

Delelighet 

Delelig med 2: 

Et tall er delelig med to når siste siffer i tallet er delelig med to eller når det slutter på null.

Eksempel 4: 

Eks: 24 er delelig med 2 fordi siste siffer, 4, er delelig med 2. 10 er delelig med to fordi det slutter med 0.

Delelig med 3: 

Dersom tallets tverrsum er delelig med tre er tallet delelig med tre.

Eksempel 5: 

36 er delelig med 3 fordi tverrsummen av 36 er 3 + 6= 9 og 9 er delelig med 3.

Delelig med 5: 

Tall som ender på 0 og 5 er delelige med 5.

Eksempel 6: 

65 er delelig med 5 fordi det siste siffer i tallet er 5.

Fellesnevner 

Når vi skal finne fellesnevner må vi først faktorisere alle nevnerne. Vi bruker metoden over.

Eksempel 7: 
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Vi har nevnerne 15, 8 og 20. Disse faktoriseres som vist i eksemplet over. Fellesnevneren må inneholde alle faktorene av 15, 8 og 20.

Vi begynner med den minste faktoren, 2. Den forekommer tre ganger i 8 og to ganger i 20. Vi har følgende regel:

"den som har flest vinner".

Det betyr at vi trenger tre 2 -ere i fellesnevner. Neste tall er 3, som det bare er en av. Vi ser at det er to 5 -ere, en fra 15 og en fra 20. Vi tar med en 5 -er.

Fellesnevner, som også kalles minste felles multiplum, er:

FN = 2 · 2 · 2 · 3 · 5 = 120

Figuren viser at fellesnevner inkluderer alle faktorene som forekommer i hver av de faktoriserte nevnerne.

De faktorene som er med i fellesnevner og ikke i brøkens nevner, er de faktorene brøken må utvides med for at man oppnår å få fellesnevner i brøken(se brøkavsnittet)
Vi får:

[image: image56.png]16 _ 8 6 _29

+ =+ =
206 120 120 120 120

=t
20 158 815




4. Algebra
Innledning 

Algebra, eller bokstavregning, viser generelle sammenhenger. Tallregning eller aritmetikk gir oss mer spesielle sammenhenger. 

Hvorfor bokstaver? 

Eksempel 1: 
En sirkel har radius 10 cm. Hva er arealet av sirkelen?

Arealet blir: A= 10cm • 10cm • π =314,2 cm2. Men, det gjelder bare når radius i sirkelen er 10 cm. For alle andre radier er dette arealet feil.

Et areal som gjelder for alle radier er:
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Bokstaver gir en formel som er allmenngyldig mens aritmetikken (tallregning)fokuserer på en eller flere spesielle tallverdier. 

Regneregler 

Se på uttrykket

2x + 4ab

· LEDD, utrykket består av to ledd, 2x og 4ab. Ledd adskilles med pluss eller minus. 

· FAKTOR, leddet 2x er et PRODUKT av to faktorer; 2 og x. Faktorer adskilles med multiplikasjonstegn (gangetegn). Dersom det ikke kan misforstås er det vanlig å utelate multiplikasjonstegnet. 4ab er et produkt av faktorene 4, a og b. Man kunne ha skrevet 4ab som 4∙a∙b, men siden det ikke er grunnlag for å misforstå sløyfer vi gangetegnet. 

Når man regner med tall og parenteser har man muligheten til å trekke sammen parentesene før man løser de opp, i algebra er denne muligheten begrenset da man ikke uten videre kan trekke sammen for eksempel a + b. Her er noen regler:
1. a + b = b + a

Eksempel 2: 

4 +(-2) = -2 +4 = 2 

 

2. (a + b) + c = a + (b + c) 
Eksempel 3: 
(a+5)+a = a +(5+a) = 2a+5 

 

3. a ∙ b = b ∙ c 

Eksempel 4: 

y∙x ∙3∙y = 3xy2 

 

4. ( a ∙ b)∙ c =a ∙ (b ∙ c)

Eksempel 5:
(12y)z = 12(yz) = 12yz 

 

5. a(b + c) = ab + ac

Eksempel 6: 
3(2x +y) = 6x+3y 
 

6.(a+b)(c+d) = ac + ad + bc + bd

Eksempel 7: 

(5+2x)(x+3y) = 5x+15y+2x2+6xy

Alle ledd i første parentes multipliseres med alle ledd i andre parentes. 

 

7. a+ a = 2a

Eksempel 8. 

x + x2 - 4y +3xy - 2x +5y -3xy + x2 +5x = 2x2 + 4x +y

Man trekker sammen hver bokstav (verdi) for seg. Merk at x er forskjellig fra x2. (x2= x∙x ). 

Første kvadratsetning 


(a +b)2 = a2 + 2ab + b2 
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Eksempel 9.:
Regn ut (x + 2)2
Man får: (x + 2)2 = x 2 + 4x + 4 

Man ville fått det samme resultatet dersom man hadde benyttet regneregel nr. 6

Eksempel 10.:
Faktoriser 9 + 12x + 4x2. 

Løsning: Man gjenkjenner uttrykket som 1. kvadratsetning og anvender denne baklengs og får: 9 + 12x + 4x2 = (3 + 2x)2 

eller (3+2x)(3+2x)

For å kjenne igjen kvadratsetningene denne veien må man ha øvd en del samtidig som man alltid må ha dem i bakhodet når det er snakk om faktorisering. 

Andre kvadratsetning 


(a - b)2 = a2 - 2ab + b2 
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Eksempel 11.:
Regn ut (x - 2y)2
Man får: (x - 2y)2 = x 2 - 4xy + 4y2
Eksempel 12.: 
Faktoriser 81a2 - 36a + 4 

Løsning: 81a2 - 36a + 4 = (9a - 2)2
  

Konjugatsetningen (3. Kvadratsetning) 


a2 - b2 = (a+b)(a-b) 
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Eksempel 13.:
Faktoriser x2 - 4y2
Man får: x2 - 4y2 = (x-2y)(x+2y)

Eksempel 14.:
Faktoriser x 2-1

Løsning: x 2-1 = (x-1)(x+1)

Her er det viktig å huske at 1 = 12 

  

  

 

Forkorting 

Poenget med å forkorte et uttrykk er ønsket om å skrive det enklest mulig. Dersom et brøk uttrykk har en fator med samme verdi både i teller og nevner kan disse forkortes. Før man forkorter må man faktorisere. Det er ikke alle uttrykk som lar seg forkorte. 

Fra tallregningen er vi vant med at svaret blir et tall bestående av et eller flere siffer. Når man driver med bokstavregning blir svaret gjerne en blanding av tall, bokstaver og brøk.

 

Eksempel 15: 
Forkort uttrykket:
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Løsning:
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Eksempel 16:
Forkort uttrykket:
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Løsning:
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Eksempel 17: 
Forkort uttrykket:
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Vi ser at (x-1) er en faktor i både teller og nevner, derfor kan vi forkorte den bort. Det blir imidlertid stående en igjen. Det er bare når vi har faktorer at vi kan forkorte. Dersom vi har et ledd kan vi ikke forkorte, selv om leddet er en del av en faktor. (Vi kan selvfølgelig forkorte hele faktoren dersom det er mulig.)

Hvilket av de to svarene vi velger avhenger av smak og behag og hva vi skal bruke resultatet til. Begge bør bli godtatt.

Eksempel 18: 
Skriv enklest mulig:
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Husk at når du forkorter blir det alltid en igjen. Selv om vi har forkortet bort tre u'er i teller og nevner står vi fortsatt igjen med en i teller

Eksempel 19: 
Skriv enklest mulig:
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Av og til må man bare akseptere at utrykket ikke kan forkortes. Da er det bare å sette to streker under svaret. Det kunne jo være fristende å prøve å forkorte a'ene, men det er ikke mulig da a'ene i teller ikke er en faktor, men et ledd.

Eksempel 20: 
Skriv enklest mulig:
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Vi skal prøv å forenkle utrykket. Det ser jo ikke spesielt lovende ut her.. Vel, hovedregelen når vi skal forenkle brøkuttrykk er å tenke faktorisering. Vi ser at telleren er andre kvadratsetning og kan skrives som (w - 3)(w - 3). I nevner ser vi at tallet to kan settes utenfor en parentes. Utrykket i parentesen gjenkjenner vi som konjugatsetningen. Vi får: 
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Eksempel 21: 
Trekk sammen og skriv enklest mulig:
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Regelen er at vi multipliserer ut alle parentesene først. Deretter samler vi andregradsleddene for seg, førstegradsleddene for seg og tallene for seg. Dette er enkelt nok, men tidkrevende. Vær forsiktig, det er lett å gjøre fortegnsfeil her!

Eksempel 22: 
Skriv enklest mulig:
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Først finner vi fellesnevner. Sett utrykket på felles brøkstrek. Multipliser ut i teller og trekk sammen. La nevner stå faktorisert. Når teller er regnet ut faktoriseres den. Forkort det som er mulig, i dette tilfellet 2∙2.
5. Logaritmer
Logaritmen til et tall x med basis b er definert som den inverse funksjonen til bx (b opphøyd i x).En logaritme kan ha forskjellige basiser eller grunntall (større enn null og ikke lik en). Det vanligste grunntallet for en logaritme er 10 og betegnelsen er log eller lg. Dersom andre grunntall brukes er det gjerne spesifisert, for eksempel dersom grunntallet er 2 skrives det slik: log2. Logaritmer med grunntall 10 kalles den briggske logaritmen , etter matematikeren Henry Briggs. 
Vi har følgende definisjon: 

10log a= a 

log 1000 = 3 fordi 103 = 1000 

log 1 = 0 fordi 100 = 1 

log 0,01 = -2 fordi 10-2 = 0,01 

Vi har følgende regneregler: 

log ax = x·log a 

log (a·b) = log a + log b 

log a/b = log a - log b 

I naturvitenskapen bruker vi ofte logaritmen til tallet e (e = 2,71828.....). Denne logaritmen kalles den naturlige logaritmen og brukes så ofte at den har fått en egen skrivemåte; ln. 
Vi har: 

eln x= x 

ln ax= x·ln a 

ln (a·b) = ln a + ln b 

ln a/b = ln a - ln b 
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