Forelesning 33

Repetisjon

Dag Normann - 26. mai 2008

Innledning

Onsdag 21/5 gjorde vi oss ferdige med det meste av den systematiske repetisjonen av
MAT1030.

Det som gjensto var kapitlene 11 om treer og 13 om kompleksitetsteori.
I mellomtiden er jeg bedt om a repetere stoffet om bevistreer ekstra grundig.
Det vil jeg forseksvis gjere som en del av denne foil-baserte repetisjonen.

Etter at dissse foilene er gjennomggatt vil eventuell repetisjon foregd som tavleundervis-
ning.

Kapittel 11

En sykel i en graf er en sti som begynner og slutter i samme node, men som ellers ikke
er innom samme node to ganger.

En sykel kan da heller ikke inneholde samme kant to steder.

Et tre er en sammenhengende graf som ikke inneholder noen sykel.

Et tre vil alltid veere en enkel graf, ettersom to parallelle kanter danner en sykel.
I et tre er alltid antall kanter en mindre enn antall noder.

Dette er en viktig kunnskap for a kunne besvare enkle spersmal.

Var forste anvendelse av treer er i forbindelse med enkle, vektede grafer.
En graf er vektet hvis hver kant er utstyrt med et ikke-negativt tall, en vekt.

Et utspennende tre i en enkel graf er en delgraf som omfatter alle nodene og som er et
tre.

Prims algoritme star sentralt i pensum, og vil normalt bli tema for en eksamensoppgave.

Med Prims algoritme skal man finne et utspennende tre i en vektet graf som har minimal
samlet vekt.

I Pims algoritme starter man i et vilkarlig punkt.

Deretter bygger man opp et tre, ved i hvert skritt a legge en kant som forbinder den
delen av treet man har bygget opp med en ny node.

(I boka er dette formulert som at man ikke innferer noen sykel.)

Den andre algoritmen vi har sett pa i forbindelse med vektede grafer er Dijkstras algo-
ritme.

Dijkstras algoritme er ogsa eksamensrelevant.



Poenget her er & starte med en utvalgt node, og s finne det utspennende treet som gir
minimal avstand fra hver av de andre nodene til den utvalgte.

Siden to noder i et tre er forbundet med en og bare en sti, lar vi “avstand” mellom to
noder bety summen av vektene pd kantene i denne stien.

Dijkstras algoritme lar oss ogsa bygge opp treet node for node og kant for kant, men i
hvert skritt legger vi na til en kant til en ny node som gir oss en minimal ny avstand til
sentrumsnoden.

De andre typene treer vi har sett pa er treer med rot, merkede treer og binzcere treer.
Vi har spesielt lagt vekt pa a studere syntakstreer og bevistreer.

I begge disse tilfellene snakker vi om merkede, bineere treer, og dermed spesielt om treer
med rot.

Et bevistre gir oss en mulighet for & analysere om et utsagn péd svak normalform er en
tautologi eller ikke.

Hver node er merket med en disjunksjon (V) av formler pa svak normalform, hvor hvert
ledd i disjunksjonen enten er en literal, det vil si en utsagnsvariabel eller negasjonen av
en utsagnsvariabel, eller en konjunksjon (/).

En bladnode hvor det forekommer bade en utsagnsvariabel og negasjonen dens, kalles
et aksiom.

Vi minner forst om hva det vil si at et utsagn er pa svak normalform.

I folge definisjonen er et utsagn pa svak normalform hvis vi bare bruker bindeordene
—, V og A, og hvor — alltid forekommer rett foran en utsagnsvariabel.

Eksempelvis er
(=pVa)AlpV—q)

pa svak normalform, mens

—(pVdq)
ikke er det.

Vi kan se pa mengden av uttrykk pd svak normalform som en induktivt definert meng-
de, ved at basisuttrykkene er literaler som p og —q, og hvor vi bare bruker A og V for &
bygge opp mer komplekse uttrykk.

Bevistreerne tar utgangspunkt i at utsagn pa formen A; V- --V A, vil veere en tautologi
hvis det finnes en i og j slik at A; = —A;.

Vi oppheyer derfor slike utsagn til aksiomer. De er bdde tautologier, og det er effektivt a
la en datamaskin teste om et utsagn pa svak normalform oppfyller denne egenskapen.

Landa DVAV CogDVBVC vere to utsagn, og anta at vi vet at disse to utsagnene er
sanne i en gitt situasjon.

Da vet viat DV (AAB) V C ogsé er sann.
Dette kan vi se ved & se pd en sannhetsverditabell med 8 linjer!
Vi skriver ut tabellen pé tavla.

I alle linjene hvor bdAde DV AV Cog DV BV C far verdien T, vil ogsd DV (AAB)V C
fa verdien T.



¢ Da kan vi opphaye
FraDVAVCogDVBVCkanvislutte DV (AAB)VC
til en logisk regel (hvor det ikke trenger a std noe pa plassen til D eller til C.

e Et bevistre er et merket, bincert tre, hvor alle nodene er merket med utsagn pa svak
normalform, hvor alle bladnodene er aksiomer, og hvor merket til en forgreningsnode
alltid folger fra merkene til barna ved regelen over.

e Det er to fordeler med slike bevistreer:

1. Det finnes effektive algoritmer for a teste om et merket tre er et bevistre eller ikke.

2. Hvis A er et utsagn pa svak normalform, finnes det en lett forstdelig strategi for a
lage et bevistre for A (det vil si at rotnoden er merket med A) hvor vi ofte raskt
kan bestemme om A er en tautologi eller ikke.

e | de verste tilfellene trenger vi fortsatt eksponensielt lang tid, men de verste tilfellene
oppstar ofte ikke i praktiske anvendelser.

e Det vi forseksvis har prevd & leere bort i disse forelesningene, etter onske fra gruppe-
ringer ved Ifl, er hvordan vi lager et bevistre fra et utsagn.

e Vi skal se pé et par eksempler til.

Eksempel.

~qV(pAq)V-p

e Hvis vi prever d bruke den logiske regelen baklengs, se vi at dette utsagnet er en kon-
sekvens av utsagnene
—qVpV-p

og
—qVqV—p.

Eksempel (Fortsatt).
e Da kan vi starte konstruksjonen av et bevistre ved a bruke tilsvarende forgrening;:

~qV(pAq)V-p
~qVpV—q ~qVaqV-p

e Vi ser at vi allerede har fatt aksiomer pa de to barna, sd vi kan bruke dem som bladno-
der, og har et bevistre.



Eksempel.
* (PAd)V(TpAd)V—q
e Her er det to ledd med A, og vi kan velge hvilket vi vil lese opp forst.

e Vi velger det andre og far forgreningen

(PAd)V(pAd)V—q
(PAq)V—pV—q (PAd)VaV—q

e Her er ikke venstre barn et aksiom, men heyre barn er det.

Eksempel (Fortsatt).
e Vi prover oss derfor med en ytterligere forgrening fra venstre barn.

e Det gir treet

(PAd)V(pAd)V—q
(PAdq)V—pV—q (PAd)VagV—q
pV—pV—q aV—-pV—q

e Vi ser at dette treet er et bevistre.

e Denne metoden vil alltid gi oss et tre.

e Hvis vi ender opp med en bladnode som ikke er et aksiom, er utsagnet vi startet med
ikke en tautologi.

e Hvis vi ender opp med aksiomer i alle bladnodene, er utsagnet en tautologi.

e Ytterligere utdypinger kan vi ta pa tavlen om enskelig.

e Vi har ikke fatt tid til 4 trene s mye pd arbeid med bevistreer som enskelig, men de
inngdr i pensum likevel.

e Hvis vi utvider sprdket til & omfatte kvantorer, spiller slike bevistraer en stor rolle, bdde
i de teoretiske studiene og i praktisk bevissok.

¢ | forbindelse med syntakstreerne har vi sett pa infiks notasjon, polsk notasjon og bak-
lengs polsk notasjon.

e Det er meningen at man skal kunne skrive ned syntakstreet til en term eller et uttrykk,
og ved hjelp av det kunne finne frem til hvordan termen eller uttrykket ser ut med hhv.
infiks, polsk og omvendt polsk notasjon.
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I denne forbindelse har vi ogsé sett pa unifisering og unifiseringsalgoritmen.

e Unifiseringsproblemet generelt gér ut pd at vi har n par tq,s; opp til t,, s av termer i

et sprak.
e | disse termene kan det forekomme variable x1, ..., xx.
e Er det mulig 4 erstatte alle variablene x1,...,x med termer rq,..., 1y slik at begge sider

av hvert enkelt par blir syntaktisk like?

e Unifisering er eksamensrelevant.

e Hvis det blir gitt en oppgave om unifisering til eksamen, av den type vi er vant med,
vil vi etter opfordring fra en student bruke * for multiplikasjon i stedet for x, for lettere
a kunne skille multiplikasjon fra variabelen x.

Kapittel 13

e Det siste kapitlet omhandler algoritmer og kompleksitet.

¢ Gjennomgangen av dette kapitlet gikk litt fort pa slutten, men det kan veere aktuelt med
en enkel oppgave fra dette stoffet.

e Det som da vil veere aktuelt er & finne frem til tidskompleksiteten til algoritmen bak
en enkel pseudokode, & kunne beskrive denne ved hjelp av O-notasjonen, og & kunne
vurdere om algoritmen er gjennomferbar (tractable) eller ikke.

e Husk at en algoritme er, per definisjon, gjennomferbar hvis tidskompleksiteten er O(n*)
for et naturlig tall k.

e Vi har tidligere sagt at det ikke er aktuelt med eksamensoppgaver som i vanskelighets-
grad og form gar ut over det som er gitt som gvingsoppgaver gjennom semesteret.

e For Kapittel 13 sin del er dette fire oppgaver fra boka pluss en ekstraoppgave lagt ut pa
nettet.

e | gar fant jeg en oppfordring om a4 komme med et par eksempler til.

e Disse folger na.

Oppsgave.
Betrakt fo lgende pseudokode:

1 Input k [k € N]

2 Input ny,...,ni [ Sekvens av hele tall med standard digital representasjon]
3 x « ny

4 Fori=2to kdo

4.1 If x < n; then
411 x < n;y

5 Output x



Oppgave (Fortsatt).
a) Forklar ssmmenhengen mellom input og output.
b) Finn et uttrykk for tidskompleksiteten.

Losning

a) Siden vi hele veien lar x ha verdien til den sterste n; lest sd langt, vil x til slutt bli det
storste av tallene nq,...,ny.

b) Siden vi bruker standard digital representasjon pa tallene n;, har antall bits vi bruker
til & representere hvert enkelt tall en fast lengde.

Derfor er k et mal pa hvor stort input er.

Den mest tidkrevende enkeltoperasjonen er sammenlikningen av x og n;, en operasjon
vi utferer k ganger.

Tidskompleksiteten blir da O(k).

Oppgave.
Betrakt folgende pseudokode:

1 Input k [k € N]
2 Input n [n € N]
3 x+—n
4 Fori=2to k do
4.1 If x like tall then
411 x <3
else
412 x« 3x+1

5 Output x

Oppgave (Fortsatt).
Bestem tidskompleksiteten til algoritmen over.

Losning
Nar ikke annet er nevnt, skal vi anta at input er gitt pa bineer form.
La m veere antall bits vi bruker til & representere input.

m er av sterrelsesorden lg(k) + lg(n).



De tre leddene i hovedlekka er omtrent like arbeidskrevende, sa det blir lengden pa
hovedlekka som bestemmer tidskompleksiteten.

Lengden péd denne lokka er k — 1, som er O(2™) hvor m er storrelsen pa input.

Siden vi uansett om prosessen stabiliserer seg eller ikke insisterer pd a gjennomfere k—1
runder, vil O(2™) veere tidskompleksiteten.
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