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Surjektive funksjoner

Den neste gruppen av funksjoner vi skal se pa er de surjektive
funksjonene:

La f: X — Y vaere en funksjon.
f kalles surjektiv hvis bildemengden til f er hele Y.

Pa engelsk brukes ofte betegnelsen onto og pa norsk kan vi si at f
gar fra X pa v.
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Surjektive funksjoner

Eksempel (Surjektive funksjoner)

e Laf:R — Ry veare gitt ved
f(x) = x2.

Da er f surjektiv.

e fo(B) = ANB er surjektiv som en funksjon fra potensmengden til &
til potensmengden til A.

e La PRIM : N — N vare definert ved at PRIM(n) er primtall nr. n.

Da er ikke PRIM en surjektiv funksjon, fordi verdimengden er hele
N, mens bildemengden er mengden av primtall.
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Surjektive funksjoner

Eksempel (Fortsatt)

e Enhver funksjon vil veere surjektiv hvis vi setter verdiomradet lik
bildemengden.

e Det er ofte i de tilfellene hvor det er uklart hva bildemengden er at

det kan veere relevant & spgrre seg om en funksjon er surjektiv eller
ikke.
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Surjektive funksjoner

e I dette kurset vil injektive funksjoner spille en stgrre rolle enn
surjektive funksjoner.

o Hvis vi konstruerer digitale representasjoner for elementene i en
mengde A, konstruerer vi samtidig en funksjon F fra
representantene for elementene i A til A selv.

e Vi vil normalt gnske a vite om vi far representert alle elementene i
A (haplgst hvis ikke A er endelig).

e Dette er det samme som a spgrre om F er surjektiv.
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Sammensetning av funksjoner

Eksempel (Sammensatte funksjoner)

e La oss holde oss til lekedatamaskinen fra innledningen og la a
veere et helt tall slik at

—127 < a < 127.

o Hvis vi skal beregne f(a) = —a pa datamaskinen trenger vi a
1. Finne den digitale representasjonen av a.
2. Beregne den digitale representasjonen av —a fra den digitale
representasjonen til a
3. Finne —a ut fra den digitale representasjonen til —a.
e Vi ser at det er tre funksjoner involvert her, og vi har bruk for
sammensetningen av dem.
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Sammensetning av funksjoner

Eksempel (Fortsatt)

e I skolematematikken, og i noen kurs i matematisk analyse, ser vi
pa sammensetninger av funksjoner definert pa R eller delmengder
av R.

¢ Kjerneregelen for derivasjon forteller oss hvordan vi kan derivere
slike sammensetninger.

MAT1030 — Diskret Matematikk 10. mars 2009 8




Sammensetning av funksjoner

Eksempel (Sammensatte funksjoner)

e La oss se pa fplgende pseudokode.

1. Input x [x naturlig tall]

2.y« 1
3. While x > 0 do
3.1 y—2y
3.2 x—x—1
4. z 1
5. Whiley > 0 do
51 z<3z+1
52 y—y-—1
6. Output z
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Sammensetning av funksjoner

Eksempel (Fortsatt)

e Denne pseudokoden deler seg naturlig i to deler.
e Instruksjonene 1. - 3. beregner y = f(x) = 2*.

e Instruksjonene 4. - 6. beregner z som en funksjon z = g(y), hvor vi
ikke har noen opplagt formel.

e Tilsammen vil pseudokoden definere en sammensatt funksjon
z = g(f(x)).
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Sammensetning av funksjoner

Laf:X —Yogg:Y— Zvere to funksjoner.
Vi definerer sammensetningen h = g o f som funksjonen

h:X—Z

vi far ved forst & bruke f pa argumentet x og sé g pa
mellomverdien f(x).

Vi skriver ogsé
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Sammensetning av funksjoner

Eksempel

e La f:N — N vare definert ved at f(n) er primtall nummer n og la
g : N — N vare definert ved at g(m) = m?

Daer (gof)(4) = g(f(4)) = g(7) = 49.
(fog)(4) =f(g(4)) =f(16) = 53.
e Vi ser altsa at selv om sammensetningen av funksjonene gir

mening for begge rekkefglgene, kan det spille en rolle i hvilken
rekkefglge vi setter dem sammen.
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Sammensetning av funksjoner

Eksempel (Fortsatt)

e La f sende binarformen til et naturlig tall n over til desimalformen
og la g gi oss tverrsummen av desimalformen til et tall.

Da gir det ingen mening a snakke om f o g fordi definisjonsomradet
til f er mengden av binzre representasjoner av naturlige tall og
verdiomréadet til g er en mengde av naturlige tall.

I MAT1030 er det viktig & skille mellom tall og de forskjellige
representasjonene av tallene.

g o f gir mening. Definisjonsomrédet vil veere mengden av binere
representasjoner, “mellomomradet” vil vaere mengden av
desimaltallsrepresentasjoner og verdiomradet vil veere naturlige
tall.

(gof)(100110) = g(38) = 11.
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Sammensetning av funksjoner

Teorem

Laf:X — Yogg:Y— Zvere to funksjoner.
La h = g o f veere sammensetningen av f og g.
a) Hvis bade f og g er injektive, er h injektiv.
b) Hvis bade f og g er surjektive, er h surjektiv.
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Sammensetning av funksjoner

Bevis

a) Anta at f og g er injektive.

x #y = f(x) # f(y) = g(f(x)) # g(f(y)).
Siden = er transitiv, h(x) = g(f(x)) og h(y) = g(f(y)) folger det at
h er injektiv nér f og g er det.

b) Anta at f og g er surjektive, og la z € Z veere vilkarlig.
Siden g er surjektiv, fins y € Y slik at g(y) = z.
Siden f er surjektiv, fins x € X slik at f(x) = y.
Da er z = g(f(x)) = h(x).
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Inverse funksjoner

Eksempel (Inverse funksjoner)

e Med fare for & overfokusere pa et tema skal vi nok en gang se pa
digital representasjon av tall.

e La X vaere mengden av reelle tall som har en digital representasjon
med enkel presisjon.

e La Y vere mengden av 32-bits representasjoner av reelle tall.

e La F: X — Y vare funksjonen som til et tall x gir oss den digitale
representasjonen av x.

e La G:Y — X vere funksjonen som til en digital representasjon y av
et tall gir oss tallet.

e Daer G(F(x)) =x foralle x € Xog F(G(y)) =y foralley €Y.
e Visier at G er den inverse av F.
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Inverse funksjoner

Eksempel (Inverse funksjoner)

¢ Fra skolematematikken og begynneremnene i matematikk har vi
flere eksempler pa par av funksjoner som “opphever” hverandre:
1. f:R — R., definert ved f(x) = e* 0g g : R~y — R definert ved

g(y) =1In(y).
2. Tangensfunksjonen f: (—%, ) — R og Arcustangens-funksjonen

g:R— (=%, %)
3. f(x) =2xo0gg(y) =%
e Vi har utallige eksempler pa par av funksjoner som representerer
“omvendte regningsmater av hverandre”.
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Inverse funksjoner

Eksempel (Inverse funksjoner)

e Laf:J — J veere definert ved at f(a) er heltallsverdien til §, det vil
si det stgrste hele tallet b slik at b < §.

Kan vi finne en omvending av f?
e La oss regne pa noen verdier, og la oss se hva som skjer:

<, f(=2) =f(=1)=-1,f(0) =f(1)=0,f(2) =f(3) =1, ---
Hvis vi skal lage en omvendt funksjon g har vi to valg for g(1),
nemlig g(1) =2 og g(1) = 3.

Velger vi g(1) = 2, vil g(f(3)) # 3, og velger vi g(1) = 3 far vi
g(f(2)) # 2.

e Vi ser at siden f ikke er injektiv, far vi et problem.
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Inverse funksjoner

Eksempel (Inverse funksjoner)

e La P:N — N vere definert ved at P(n) er primtall nummer n i den
voksende opplistingen

2,3,5,7,11,13,17,19, .. ..

e P er injektiv, men P har ingen omvendt funksjon Q.

e Problemet er at vi ikke kan definere eksempelvis Q(15) siden 15
ikke er et primtall og derfor ikke har noe nummer.

e Vi ser at problemet ligger i at O ikke er surjektiv.
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Inverse funksjoner

La f: X — Y vare en funksjon.
g:Y — Xkalles en invers til f, eller en omvendt funksjon av f, hvis

e f(g(x)) = x for alle x € X.
e g(f(y)) =y foralley €Y.
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Inverse funksjoner

Teorem

a) La f:X — Y vare en funksjon.

Da har f en invers funksjon g : Y — X hvis og bare hvis f er bade
injektiv og surjektiv.

b) En funksjon f kan ikke ha mer enn én invers.

Definisjon

Hvis f : X — Y har en invers, skriver vi ! for den inverse.
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Inverse funksjoner

Bevis

o Anta forst at f: X — Y er bade injektiv og surjektiv.
Lay €Y.

Siden f er surjektiv, fins det x € X slik at f(x) =y, og siden f er
injektiv fins det bare en slik x.

Da lar vi g(y) = x, og g vil veere en invers.
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Inverse funksjoner

Bevis (Fortsatt)

e Anta sd at f har en invers g.
e xFy = g(f((x)) # g(f(y)) = f(x) # f(y).
Derfor er f injektiv.
e LayeYoglax=g(y).
Daery = f(x).
Det fglger at f er surjektiv.
e Definisjonen under fgrste punkt er den eneste méten 4 finne en
invers pa, s det kan ikke fins flere.
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Inverse funksjoner

Oppgave

a) Visathvisf: X — Yog g:Y — Z begge har inverse f~! og g—', sd
vil sammensetningen

h=gof
ogsa ha en invers.
b) Under antagelsene i a), visath™! =f~1og'.
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Inverse funksjoner

Vi kan bruke kvantorer til & gi presise definisjoner av injektiv,
surjektiv og sammensetning:

e f:X — Y erinjektiv hvis Vx € Xy € X(f(x) = f(y) — x =y).
f: X — Y er surjektiv hvis Yy € Y3x € X(y = f(x))
Hvisf:X—Y,g:Y—Zogh=gofvil

Vx € XVze Z(h(x) =z Fy € Y(y =f(x) Az=g(y)).

De som gnsker & forstd hvordan kvantorer brukes, bgr overbevise
seg selv om at dette er riktig.
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Funksjoner og programmering

e De fleste programmeringssprak er utstyrt med predefinerte
funksjoner.

e For noen av disse sprakene kan man ogsa definere sine egne
funksjoner.

e En lommeregner har eksempelvis knapper for algebraiske
operasjoner, trigonometriske funksjoner , logaritme- og
eksponensialfunksjoner m.m.

e Noen lommeregnere tillater ogsa at vi definerer vare egne
funksjoner ved hjelp av sammensatte uttrykk, og tildels enkle
programmer.

o Matematisk sett opererer disse funksjonene pa representasjoner av
tall og andre stgrrelser i lommeregneren eller pa datamaskinen.

e Dette diskuteres i tilstrekkelig detalj i leereboka.
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Funksjoner og programmering

e Noen hjelpemidler kan ga under betegnelsen “funksjoner” i en
programmeringssammenheng, men er ikke funksjoner i vanlig
matematisk forstand.

e De viktigste er de som genererer et tilfeldig element i en mengde.
e Ber vi om en kabal, eller et minesveiperspill, far vi et nytt spill hver

gang.
e Skal vi teste om et stort tall n er et primtall utfgrer vi en algebraisk
test pa tilfeldig valgte tall ay,..., ax mindre enn n.

For hver test vil svaret NEI fortelle oss at n ikke er et primtall,
mens svaret JA forteller oss at sannsynligheten er % for at n er et
primtall.

e Denne primtallstesten kan gi forskjellige svar pa om n er et
primtall, og er derfor ikke en funksjon i matematisk forstand.

e Ved a la antall vilkarlige deltester vaere stor, eksempelvis 100, er
usikkerheten omkring svaret i stgrrelsesorden 27290, 8 for alle
praktiske formal er primtallstesten en funksjon.
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Beregnbare funksjoner

e IT dreier seg mye om hvordan man lgser oppgaver ved hjelp av
elektroniske hjelpemidler, fortrinnsvis datamaskiner.

e All IT-aktivitet pa maskin-niva styres av programmer, uansett om vi
ser dem eller ikke.

e Hvis man skal kunne forsta informasjonsteknologiens
begrensninger, ma vi derfor forsta grensene for hva det er mulig &
skrive programmer for.

e Alle programmer beskriver egentlig funksjoner, selv om noen
argumenter (som maskintid, maskinarkitektur o.a.) ikke er synlig.

e Det er derfor av interesse a studere de funksjonene som lar seg
uttrykke ved hjelp av programmer.
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Beregnbare funksjoner

e Hvis vi begrenser oss til funksjoner fra Ny til Ny har vi gode
matematiske karakteriseringer av de beregnbare funksjonene, det
vil si de som kan programmeres i et eller annet
programmeringssprak. (Ny = N U{0})

e Det viser seg at alle programmerbare funksjoner fra Ny til Ny kan
formuleres som en av vare pseudokoder, hvor vi bare bruker navn
pa tallene 0 og 1, addisjon og multiplikasjon og Boolske tester
uttrykt ved hjelp av = og <.

Det er ikke uvanlig for logikere eller folk som arbeider med
teoretisk databehandling & la de naturlige tallene starte med 0.

Vi skal vaere snille og holde oss til maten boka gjer det pa.
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Beregnbare funksjoner

Som en forberedelse til kapittel 7 om induksjon og rekursjon, skal
vi se pa to pseudokoder hvor vi har palagt oss a begrense oss til
addisjon, multiplikasjon og Boolske tester med = og < (men
dermed far lov til & bruke <).

e I det fgrste eksemplet skal vi beregne f(x,y) = max{0,x — y}.
e I det andre eksemplet skal vi beregne g(x,y) = xV.
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Beregnbare funksjoner

Eksempel (Beregnbare funksjoner)

. Input x [x € No]
. Input y [y € No]
.z« 0

. Whiley < x do

41 y«—vy+1
42 z+—z+1

5. Output z

AW N R

e Vi har ikke snakket om induksjonsbevis enna. Det vil veere den
naturlige metoden for a vise korrekthet av et slikt program.

e [ dette tilfellet ser vi at hvis x < y starter vi ikke lgkka i det hele
tatt, mens hvis y < x “teller” vi y opp til x samtidig som vi gker
verdien av z tilsvarende mye.
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Beregnbare funksjoner

Eksempel (Beregnbare funksjoner)

. Input x [x € Np]
. Input y [y € No]
u<«—0

z— 1

. While u <y do

51 z—2z-x
52 u—u+1l

6. Output z

Dette resulterer i at vi multipliserer x med seg selv y ganger, altsa
at vi beregner xV.
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Beregnbare funksjoner

I programmeringssammenheng er det ikke alltid s& lett & vite nar
et gitt program med et gitt input faktisk gir oss et output i den
mengden hvor vi vil ha det.

I verste fall kan vi skrive programmer for funksjoner hvor det er
umulig & bestemme hva definisjonsomradet er.

Innenfor IT er det derfor naturlig ogsé & studere partielle
funksjoner fra en mengde X til en mengde Y.

Dette vil veere funksjoner hvor definisjonsomradet er en
delmengde av X og hvor verdiomradet er Y.

Tolkningen av et program som en funksjon fra et Cartesisk produkt
av datatyper til en datatype vil vanligvis vaere som en partiell
funksjon.
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