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Oppgave 1.

Folgende teoremer er hentet fra laeereboka:

Teorem 1 (sunnhet og kompletthet). La X vaere en mengde
L-formler, og la ¢ veere er L-formel. Vi har 3 - ¢ hvis og bare
hvis ¥ |= ¢.

Teorem 2 (kompakthet). La ¥ vare en mengde L-formler.
Hvis enhver endelig delmengde Y5 av ¥ har en modell, sa har X

en modell.

a) Vis teorem 2. Du skal bruke teorem 1 som et lemma i beviset (og du
skal selvsagt ikke vise teorem 1).

(Fortsettes side 2.)
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En graf G er gitt ved en mengde noder Vi og en binzger relasjon A C Ve xVg.
Vi sier at G er en endelig graf dersom mengden Vi er endelig. Vi sier at G
har en dekkende node dersom det finnes en node = € Vg slik at relasjonen

z S y holder for alle y € Viz der y # z. En graf H er en subgraf av en graf
G dersom

(1) Vg C Vg

(2) hvis x Ly saz Sy

Teorem 3. Hvis enhver endelig subgraf av G har en dekkende
node, sa har GG en dekkende node.

b) Vis teorem 3. Bruk teorem 2 som et lemma i beviset.

Oppgave 2.

Denne oppgaven dreier seg om en fgrsteordens teori N~ over spraket £ =
{0, 5,4, <} hvor 0 er et konstantsymbol, S og + er henholdsvis et ungert og
et binsert funksjonsymbol, og < er et bingert relasjonsymbol. De ikkelogiske
aksiomene i N~ er

1. V[ Sz #0].

2. Yoy [Sx =Sy — z=y].

3. Ve[z+0=1zx].

4. Vay[xz+Sy=S@+y)].

5. Vo [—z <0].

6. Vay[x < Sy <« (x<yVae=1y)].
7. Veylz<y Voe=y Vy<zx].

Vi ser at N~ er teorien N fra lsereboka begrenset til spraket {0,S,+, <}.
Videre ser vi at 91 = N~ der M er standardmodellen, dvs. L-strukturen
hvor grunnmengden N bestar av de naturlige tallene, hvor 0 tolkes som tallet
0, S som etterfglgerfunksjonen, 4+ som addisjonfunsksjonen og < “som ekte
mindre enn”. La 0 = 0 og n + 1 = Sn. Fglgende lemma holder.

(Fortsettes side 3.)
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Lemma. La a,b € N.

1. Hvisa=b,s&a N~ Fa=b.
2. Hvisa #b,s&a N~ Fa # b.
3. Hvisa < b,sa N~ Fa<b.
4. Hvisa £ b, sa N~ F —a < b.
5 N“Fa+b=a+b.

a) Vis punkt 3 av lemmaet. Hint: induksjon pa b.
Nar du lgser oppgavene under kan du bruke lemmaet.

b) La a,b € N vaere slik at a > b. Vis at N~ - Vo [z + Sa # b]. Hint:
induksjon pa b.

¢) Laa,b €N. Visat N~ F 3z [z + Sa=0b] < a<b.
d) Visat N~/ Vyz[Jz [z + Sy=2] < y<z].

Vi sier at en L-teori T er ufullstendig dersom det finnes et L-utsagn ¢ slik
at TH ¢ og Tt —¢.

e) Gi et L-utsagn 9 slik at N~ /¢ og N~ I/ —p. Felger det av Godels
ufullstendighetsteorem at N~ er en ufullstendig teori? Svar kort, men
begrunn svarene du gir.

En ordningsrelasjon < C M x M er en velfundert ordning av M dersom
det ikke finnes en uendelig sekvens ag, a1, as, ... av elementer fra M slik at
a1 < a; for alle i € N. Det er opplagt at <™ er en velfundet ordning av
grunnmengden N.

f) Vis at det finnes en L-struktur 2 slik at 2 (i) A | N~ og (ii) <? ikke

er en velfundert ordning av grunnmengden A.

Den uformelle pastanden “for ethvert element x er det slik at det ikke finnes
et element som ligger mellom x og etterfglgeren til x” kan uttrykkes med
L-utsagnet

o = Ve[-Jylr<y ANy<Sz]].

g) La 2 veere L-strukturen fra oppgave f. Er det riktig at 2 = o7 Finnes
det en L-struktur B slik at B = N~ og B [~ 07 Begrunn svarene.
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