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Forord

Dette kompendiet inneholder forelesninger og oppgaver til emnet
ME 115, Viskgse vaesker og elastiske stoff. ME 115 bygger pa emnet ME 102,
Innfgring i fluid mekanikk, hvor det finnes et kompendium utarbeidet av under-
tegnede. De to kompendiene danner en sammenhengende innfgring i kontinu-
umsmekanikk og nar man leser ME 115 vil det veere nyttig og tildels pakrevet
a ga tilbake til ME 102 for a se fremstillingen i sammenheng.

Nar man fgrste gang ser at veesker og elastiske stoff behandles sammen i et
kurs, virker dette uvant pa mange. Men en ma huske pa at selv om en vaeske
som for eksempel vann og et elstisk stoff som for eksempel glass synes & ha
svaert forskjellige egenskaper er det ogsa en rekke likheter. Det viktige er her
tidsskalaen for pavirkningen. Glass vil nemlig ogsa flyte som en meget seig
vaeske under langtids pavirkning. En luftboble i en glassvase vil for eksempel
stige uhyre langsomt oppover i glasset pa grunn av oppdriftskraften. Is er et
annet medium som kan vise egenskaper som bade minner om elastiske stoff og
seigflytende vaesker. Slar du pa en isbre med isgks virker den sprg. Likevel
flyter breen nedover i en langsom strgm og formes etter landskapet.

Skille mellom vaesker og faste stoff er derfor ikke sa veldefinert som vi van-
ligvis tror. Dessuten viser det seg at den matematiske beskrivelsen av spen-
ninger og deformasjoner i vaesker og faste stoff er lik. Det er derfor hensiktsmes-
sig & behandle bade viskgse vaesker og elastiske eller plastiske stoff samtidig i
et innfgringskurs som dette. Dette kurset tar sikte pa a gi den grunnleggende
matematiske beskrivelse av spenninger og deformasjoner. Deretter vil vi for-
mulere de grunnleggende likninger for likevekt og bevegelse. Til slutt vil vi ved
en rekke eksempler vise hvordan disse likningene kan brukes til & lgse forskjellige
problemer i fluid mekanikk og elastisitetsteori.

Denne utgaven av kompendiet er blitt noe utvidet i forhold til den gamle.
Dette henger sammen med at ME115 ble oppgradert til et 5 vekttallskurs.

Undertegnede vil rette en hjertelig takk til Tom Sjglie for a4 ha tegnet mange
av figurene i kompendiet og til Dina Haraldsson for a ha skrevet manuskriptet
i LATRX.

Blindern, 15. november 2002
Bjorn Gjevik
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Fig. 1: Flyt i isbre i Alaska. Det svarte morenematrial viser strgmningsmgnstret som
striper i breen. Foto: Jon Ove Hagen, Geografisk Institutt, UiO.
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Kapittel 1

Kartesiske vektorer og
tensorer

1.1 Notasjon

En vektor betegnes vanligvis med et av de tre symbolene
A, A og {A}

hvor i = 1,2,3 og Ay, As, A3 er vektorens komponenter langs tre ortogonale ak-
seretninger x1, x9, x3 (x,y, z). Vi vil ofte slgyfe parantesene i det siste symbolet
slik at
A

underforstatt i = 1,2, 3, betegner vektoren og ikke bare i-te komponent. Det vil
fremga av sammenhengen hvorvidt vi mener vektoren eller bare i-te komponent.
Vi skal referere til dette som indeksskrivematen for kartesiske vektorer.

Enhetsvektorene langs de tre akseretningene x1,x2 og zo betegner vi hen-
holdsvis med

i1, 42 0g 13
Vi har at
A = A1ty + Agig + Asig

Innfgrer vi summekonvensjonen kan dette uttrykket skrives
A= A, (1=1,2,3)

Summekonvensjonen sier at nar et indeks forekommer to ganger skal indekset
settes 1, 2, og 3 og resultatet summeres. En vektor B kan pa tilsvarende méate
skrives

B = Bji; (j=1,2,3)
Skalarproduktet av vektorene A og B blir
A-B = Aji;- Bjij = A;Bj i - 1

1
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Fig. 1.1:

Naer 2;-4;,=0 nar i#j og4;-¢;=1 nar i=j. Ved a summere over indeksene
i og j far vi

A-B=A;B;,=A1B; + AyBy + A3Bj3

Ved hjelp av indeksskrivematen og summekonvensjonen kan altsa skalarproduktet
A - B skrives A;B;.
En gradient-vektor V3 hvor 3 er en skalar betegenes i den nye indeksskrivematen

v {P) iz

For enkelhetsskyld skal vi ogsa her slgyfe parantesene og la symbolet

op
8xi

betegne bade vektoren og i-te komponent.
Divergensen til en vektor A kan skrives

0A;

LA =

hvor det er underforstatt at siden indekset i forekommer to ganger skal det
settes 1, 2 og 3 og leddene summeres.

Uttrykket for virvlingen til en vektor (V x A) blir ganske komplisert i den
nye skrivematen og vi skal forelgpig la dette bero.

En 3x3 matrise P kan skrives

Pi1 Pia Pr3
P={Pj;} = Pu Py Py
P31 Py Psg



Notasjon 3

hvor forste indeks (i =1,2,3) angir linje i matriseoppstilling og andre indeks
(=1, 2,3) angir kolonne.

En tensor er en matrise som oppfyller visse transformasjonsegenskaper ved
dreining av koordinatsystemet. Siden de 3 x 3 matrisene som vi skal arbeide
med i dette kurset er tensorer vil vi allerede na referere til tensoren P.

Pa tilsvarende mate som for vektorer skal vi slgyfe parantesene i uttrykket
{Pi;} og la P;j, underforstatt i=1,2,3 og j=1,2,3, betegne hele tensoren og
ikke bare det enkelte element. Nar vi har innfgrt summekonvensjonen kan vi pa
en enkel mate definere pre- og post-multiplikasjon mellom en tensor (matrise)
og en vektor.

Pre-multiplikasjonen defineres ved
A-P=A; - Pj=A1Pj+ APy + A3P3; = M,
hvor M; er en vektor med komponentene
A1Pij + APy + A3 Ps; (1=1,2,3)

Ved matriseoppstilling fremkommer vektoren M;s komponenter ved multip-
likasjon mellom “linje” vektoren A og kolonnene i matrisen P.

Py P2 Pig
{A1, A2, A3} ¢ Por Pao Pa3 p = { My, M3, M3}
P3Py Psg
Pa tilsvarende mate kan vi definere post-multiplikasjon ved
P-A=Pj;Aj = PaAi+ PipAs + P3Az = N;
hvor N; er en vektor med komponenter

Pj1 Ay + PppAg + Pi3As (1=1,2,3)

Dersom matrisen P er symmetrisk, P;; = Pj; vil pre- og post-multiplikasjon gi
samme resultat (se oppgave 3). Altsa:

A-P=P A

for symmetriske matriser.

Ofte vil vi ogsa fa bruk for 4 multiplisere samsvarende ledd i to matriser
med hverandre og summere resultatet. Denne spesielle multiplikasjonen kan
skrives enkelt i indeksnotasjon

AijBij =8

Resultatet av multiplikasjonen blir her en skalar.
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1.2 Dyader

Indeksskrivematen er begrenset til Kartesiske vektorer og tensorer og den kan
ikke uten videre overfgres til ikke-kartesiske koordinatsystemer. I dette tilfellet
kan dyade-formalismen for tensorer veere nyttig. Vi skal her gi noen enkle
eksempler pa denne skrivematen. En matrise (tensor) P skrives pa dyadeform
ved

P = B]ZZ'L] (Z = 1,2,3) og (] = 1,2,3)

Enhetsvektor symbolet %;i;, betegner elementets plass i matrisen og ma ikke
forveksles med vektorproduktet ¢; - 2;. Post-multiplikasjon mellom en vektor

A = Apiy (k=1,2,3)
og matrisen P kan né skrives

P-A = Pt Ayt
Vi har her benyttet oss av at skalar produktet 2;-2, =0 for j#k og =1 for
j=k.
Pa helt tilsvarende mate kan vi skrive pre-multiplikasjon
A-P = Apiyp- Pyuij,
= ApP;(ix - 2:)3;
= AiP;j;
Det fremgar ved denne skrivematen umiddelbart at P - A og A - P er vektorer.
Fordelen med dyade-formalism ligger i at enhetsvektorene her: ;,%;, %, kan veere

enhetsvektorer i ortogonale ikke-kartesiske koordinatsystem f.eks. sylinder- og
kule-koordinatsystem.

1.3 vingsoppgaver

1 00
1. Matrisen {d;;} =¢ 0 1 0} betegnes enhetsmatrisen eller
0 01
Kroneckers delta. Vi har at
(Sij = 1=]
0ij =0 i#]
Vis at
a) 5ijAj = Al

b) 5ij5ij =3



(vingsoppgaver

2. Skriv uttrykket for den konvektive akselerasjon v - Vv i indeksnotasjon.

3. Vis at pre- og post-multiplikasjon mellom en matrise (tensor) P og en
vektor A gir samme svar dersom P er symmetrisk.

4. La A;; og B;j veere tensorer. Forklar at

a) A,sBs er et tall,

b) Ag;jBjp er en tensor som fremkommer ved vanlig matrise multiplikasjon
mellom A;; og B;j,

c) ApgBrq er en tensor som fremkommer
plikasjon mellom A;; og Bg} .

ved vanlig matrise multi-

5. La
a 0 0
A={A;}=|0 0 g
0 v 1
2 10
B={Bj}=|1 3 p
0 0 «

Finn AijBZ'j, AikBkj, AabBcby Al/lBl/l7 BSTAkS 0og APQ+BPQ'
6. La %,5 og k betegne enhetsvektorene i et kartesisk koordinatsystem

a) Skriv tensoren P;; =—pd;; pa dyadeform.

b) Skriv tensoren

Pij = {Aij} =

O =N
S W =
(SR )

pa dyadeform.
c¢) Skriv tensoren P = «ii + kk + ik + Skj pa matriseform.

7. Lav=wv;i; og V = ii%. Vis at

(%i
V-v= oz,
ov; . .
Vv = 87]-@]%
v; .

v-Vv=v,—1;
]3xj

821}1'
(2
axj 3.Tj

V. -Vov=Vov=






Kapittel 2

Definisjon av spenning.
Cauchy’s relasjoner.
Spenningstensoren.

2.1 Definisjon av spenning

Vi skal i det folgende behandle elastiske og viskgse spenninger i fluider og de-
formerbare stoff. Disse spenningene skyldes henholdsvis kraftvirkning mellom
molekylene og transport av bevegelsesmengde pga. molekylbevegelsen. Spen-
ninger av denne arten opptrer f.eks. ved

— deformasjoner i elastiske stoff
— oppvarming/avkjeling av elastiske stoff
— hastighetsforskjeller (skjeerstrommer) i viskgse vaesker.

Spenning regnes som kraft pr. flateenhet. Dersom df betegner kraften pa et
flateelement med areal do,, og enhetsnormal n, defineres spenningen pa flateele-
mentet P,, ved

_

P —
" do,

(2.1)

Enheten for spenning i SI-systemet er N/m? = 1 Pascal (Pa).

Spenningen pa en flate er altsa en vektor og det er ofte hensiktsmessig a
innfgre normalkomponenten og tangensialkomponent i forhold til flaten. Disse
betegnes henholdsvis som normalspenningen og skjerspenningen (tangensial-
spenningen) pa flaten. Normalspenningen er definert ved

P =P,-n (2.2)

og skjeerspenningen ved

Lar vi ¢ betegne en enhetsvektor i skjeerspenningens retning har vi at

Pn:Pnnn+Pntt

7
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Det betyr at enhetsvektoren i skjserspenningens retning kan bestemmes av
likningen
_ Py,—Pyn

t
Pnt

dersom P, P, og P, er kjent.

Fig. 2.1:

For en vaeske i likevekt er P,y = 0 og P,, = —p hvor p er det isotrope vaes-
ketrykket.

Den totale spenningskraften pa et volum V begrenset av en lukket flate S
finnes ved & summere bidragene fra flateelementer pa flaten S i.e.

F— / P do, (2.4)
S

Kraften pr. volumenhet blir

1
f=v /S P.doy, (2.5)

Nar det kun er et isotropt trykk i mediet er P,, = —pn og kraften pa volumet
pa grunn av trykket er

F = / P,do, = —/pndan
S S

Et flateelement har to sider, den ene siden er definert ved den positive
retningen av normalvektoren og den andre siden er definert normalvektorens
negative retning, —n. Spenningen pa siden med retning —n betegnes P_,,.
Den totale kraften pa en tynn skive med grunnflate do, og tykkelse dh er

(P, + P_,)doy,
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P,
n
:%t:lh doy,
7
7/
o
/7
¥ —-Nn
pP_,
Fig. 2.2:

Massen av denne tynne skiven er dm = pdo,dh hvor p er massetettheten.
Kraften pr. masseenhet er altsa

(P + P_y)/pdh

Ifglge Newton’s lov, F' = ma, er skivens akselerasjon lik kraft pr. masseenhet.
For en uendelig tynn skive, dh — 0 vil akselerasjonen bli uendelig unntatt dersom

P.,=-P, (2.6)

Dette viser at spenning pa de to sidene av flateelementet er like stor men motsatt
rettet.
Vi har na etablert fglgende notasjon for spenning:

P, = spenningen pa en flate normalt z-aksen

Den er gitt ved tre komponenter

P;t — {Pxxypxyapxz}

Fgrste indeks her z, betegner retningen av flaten, andre indeks z,y eller z
betegner komponentens retning. Fglgelig blir f.eks. P, a lese: spenningskom-
ponenten pa flaten normalt z-aksen med retning langs y-aksen. Etter det vi
har sagt tidligere er:

P normalspenning.
P, . .

Y skjeerspenninger
sz

Pa tilsvarende mate kan spenningene pa flater normalt y- og z-aksen skrives
henholdsvis
P, = {PymPnyyz}



10 Kapittel 2. Definisjon...

Fig. 2.3:

og
PZ:{PZZ‘7PZyPZZ}

Dette gir ialt 9 spenningskomponenter som kan ordnes i en matrise (tensor)

Pa:z ny Pzz
P={ P. P, P, (2.7)
sz sz Pzz

og den betegnes spenningstensoren. I indeksskrivematen kan dette skrives kom-
primert P = P;;.

Flere andre betegnelser er vanlig for spenningstensoren f.eks. Tj;, S;; og 0;;.
I dette kurset holder vi fast pa betegnelsen P;; som har lang tradisjon ved UiO.

2.2 Cauchy’s relasjoner

Vi skal na vise at dersom de ni spenningskomponentene P;; er kjent sa kan vi
finne spenningen pa et flateelement med en vilkarlig orientering i forhold til
akseretningene. Vi betrakter et tetraeder ABCO av form slik som antydet i
fig. 2.4. Sideflaten ABC har areal do, og normalvektoren til flaten er n. De
gvrige tre sideflatene OCB, OAB og OAC har henholdsvis areal do,,do, og
do, og normalvektorer —i, —j og —k. Spenningen pa flaten ACB er P,, og pa
de gvrige tre sideflatene P_,, P_, og P_, henholdsvis

Dersom ng,n, og n. er komponentene av enhetsnormalvektoren fglger det
av enkle geometriske betraktninger at

dog, = ngdoy,
doy = nydoy,

do, = n,doy,
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Fig. 2.4:
Videre har vi fra (2.6) at

P,—-P,

P_,=-P,

P .—_P,

Den totale kraften pa tetraedret kan folgelig skrives

F = P.do,+ P_,do, + P_ydo,+ P_.do,
= P,do, — P,do, — Pydo, — P.do,
= (Pp,—ngPy—nyPy—n,P,)doy,

Dersom h er tetraedrets hgyde pa sideflaten do, er tetraedrets volum
V= %hdan

0og massen er
M = éphdan

hvor p er massetettheten. Kraften pr. masseenhet kan derved skrives

P,—-n,P, —n,P,—n.P,

gph

Denne stgrrelsen er ifglge Newtons 2. lov lik akselerasjonen. Skal akselerasjonen
holde seg endelig nar tetraedrets utstrekning blir liten i.e. nar h—0 ma

P, =n,P;+n,Py+n,P, (2.8)
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Skriver vi denne vektorlikningen ut pa komponentform far vi

Py =ng Py + nyPym +n. P
Py = ng Py +nyPyy + 1. Py (2.9)
P, =n, P, + nyPyz +n.P,,

Dette viser at spenningen pa en flate med vilkarlig orientasjon (enhetsnormal
n) kan uttrykkes ved de 9 spenningskomponentene som vi tidligere har innfgrt.
Likningen (2.8) betegnes som Cauchy’s forste spennings relasjon. (2.8) viser at
spenningen pa en flate kan finnes ved premultiplikasjon mellom enhetsvektoren
normalt flaten og spenningstensoren

P,=n-P (2.10)
Ved indeksskrivematen kan dette uttrykkes

Pnj = anZJ (2.11)

Det er relasjonene (2.10) eller (2.11) som kvalifiserer spenningsmatrisen P;; til
betegnelsen tensor.

Mellom de ni spenningskomponentene eksisterer det tre relasjoner slik at
det er egentlig bare seks uavhengige spenningskomponenter. Disse relasjonene
betegnes Cauchy’s andre sett av spenningsrelasjoner og de innebsaerer at spen-
ningstensoren er symmetrisk

P, = Py, (2.12)
Eksplisitte betyr dette at
Pry = Pys
P,. = P, (2.13)
Py, =Py

Vi skal gi et bevis for at det ma veere slik. La oss betrakte et parallellepiped
som vist pa fig. 2.5.

Sidekantene i epipedet er Az, Ay og Az og aksekorsets origo er lagt til sen-
trum av epipedet og aksene er parallelle med sidekantene. Vi skal for enkelhets
skyld anta at sideflatene er s& sma at spenningen kan regnes konstant over side-
flatene. Pa figuren er spenningskomponentene pa sideflatene abed, befe og defg
inntegnet. Dersom vi gnsker & beregne dreie-momentet av spenningskreftene pa
epipedets overflate m.h.p. f.eks. x—aksen innser vi at bare skjserspenningskom-
ponentene P,, og P, vil innga. Dette illustreres best pa et snitt gjennom
epipedet i yz-planet (fig. 2.6).

Dreiemomentet M, m.h.p. z-aksen og positiv retning slik som angitt pa
figur 2.6 er

M, = (P.y—P,.) Az Ay Az

N& er vinkelakselerasjonen €2, om z-aksen gitt ved

Oy = M, /1,
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Fig. 2.5:
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hvor I, er treghetsmomentet m.h.p. pa den samme aksen. Skal vi ha endelige
vinkelakselerasjoner selv for sma epiped hvor I, — 0 ma samtidig M, —0. Det
betyr at

sz = Pyz

Dette gir oss den siste av relasjonene i (2.11) og de to gvrige fremkommer pa
tilsvarende méate ved & beregne dreiemomentet m.h.p. y- og z-aksene. En viktig
konsekvens av Cauchy’s andre relasjon er at (2.9) kan skrives

P,=n-P=P-n

2.3 Eksempel pa beregning av spenningen i en tynn
stav
Vi skal vise hvordan vi ved hjelp av Cauchy’s forste sett av relasjoner kan finne

spenningen pa snittflater gjennom en stav som er utsatt for spenning (strekk)
i lengderetningen.

mg

Fig. 2.7:

Dersom belastningen er mg og stavens tverrsnitt er ¢ sa er staven utsatt for en
strekkspenning

mg
q

Py =
Dette er spenningen pa en snittflate A— A normalt staven. Spenningen, P,
pa en snittflate S—.S som danner en vinkel ¢ med aksen og har normalvektor
n = {cos ¢,sin ¢} finner vi fra (2.8)
P, = {cos ¢ P,;,0,0}

Normalspenningen pa snittflaten er

P, = P, -n = P, cos’ 10}
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Skjeerspenningen er
Py = |Ppxn| = Py, sin2¢
Dette viser at den maksimale skjeerspenningen opptrer pa flater som danner
45° med lengderetningen.
2.4 (vingsoppgaver
1. T en todimensjonal spenningstilstand er spenningstensoren gitt ved
P = Pppit + Ppy(ij+7i) + Pyyij.

hvor ¢ og j betegner enhetsvektorene henholdsvis i z- og y-retning. En
flate er definert ved y=n(z).

a) Skriv spenningstensoren pa matriseform.
b) Finn enhetsnormalen til flaten y=n(z).
¢) Finn spenningen pa flaten.

d) Beregn normal- og tangensialspenningen.

e) Hva blir resultatet med P, =P,y og P, =07

2. I en todimensjonal spenningstilstand er spenningstensoren gitt ved
) Bx Ky
P= { ky Bz

a) Finn spenningskraften pa sidekantene av et kvadrat med sentrum i
origo.

hvor 3 og k er konstanter.

b) Bestem relasjon mellom [ og k nar den samlede spenningskraften pa
kvadratet er null.

Lengden av kvadratets sidekant settes lik 21.






Kapittel 3

Prinsipalspenninger og
prinsipalretninger

Det viser seg at det alltid er mulig & finne orienteringer av flaten slik at det kun
opptrer normalspenninger pa flaten. Fra (2.8) har vi at spenningen pa en flate
med normalvektor n er

P,=P-n

Skal spenningen veere rettet langs normalvektoren ma
P,=0on

hvor o er en skalar stgrrelse. Vi ma altsa ha

P-n=on
Denne likningen kan skrives
(P—0J) -n= (3.1)
hvor J betegner enhetsmatrisen
100
J=¢010
001

Skriver vi ut (3.1) som tre likninger ser de slik ut

(Ppy — 0)ng + Ppyny + Ppon, = 0
Pyang + (Pyy — o)ny + Pyzn.
Pong + Poyny+ (P —o)n, = 0

|
o

Dette er et homogent linesert likningsett for de tre vektorkomponentene n;. Skal
settet ha lgsning n; 20 ma determinanten

det[P—cJ] =0 (3.2)

17



18 Kapittel 3. Prinsipalspenninger...

Vi ser at o er hva en i lineser algebra kaller egenverdien til matrisen P og n
er den tilhgrende egenvektoren. Siden spenningstensoren er symmetrisk har
vi fra kjente teoremer i lineser algebra at det alltid eksisterer tre reelle egen-
verdier o1, 02, 03 med tilhgrende egenvektorer ni, ns og n3. Retningene gitt ved
disse egenvektorene kalles hovedspenningsaksene eller prinsipalretninger og de
tilhgrende normalspenningskomponentene o1, 09 og o3 kalles hovedspenningene
eller prinsipalspenningene.

For to-dimensjonale (plane) spenningstilstander kan dette illustreres ved
enkle regninger og uten bruk av kunnskaper i lineser algebra. I dette tilfellet er
spenningstensoren en 2 x 2 matrise som kan skrives

P, P,
P = zx L xy
{Pyxpyy

Spenningen pa et flateelement med normalvektor n = {n,,n,} er

Pz =n. Py +nyPyx
Pry = naPry + 1y Pyy

Fig. 3.1:

Normal- og skjeerspenningene pa flateelementet er henholdsvis
Pup = Pugng + Pnyny
Py = Pnynz - anny
Na er n, =cos ¢ og ny=sin ¢ og ved innsetning far vi
P,, = P,,cos’ ¢+ Pyysin2¢ + Py, sin? ¢
Py = Ppycos2¢ — 3(Ppy—Pyy) sin2¢
Prinsipalspenningsretningene kan na finnes ved a sette P,; =0. Dette gir

2P,,

tan2¢p = ——=>—
an 2¢ PP,
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og prinsipalspenningsretningene er ¢ =g, ¢=¢9 + m/2. Siden

far vi at normalspenningen P,, har ekstremalverdier nar ¢ =pg. Stgrrelsen av
normalspenningen er da:

Pon = %{(Pxx + Pyy) £ \/(Pm_Pyy)Z*“lP:czy}

Det samme resultatet ville en fa direkte ved a lgse determinantlikningen (3-2).

3.1 vingsoppgaver

1. Tet kartesisk koordinatsystem (x, y) med to-dimensjonal spenningstilstand
har spenningstensoren P komponentene

P-{%3)

hvor 7 er en konstant. (7=Fyy).

a) Finn spenningen pa et flateelement hvor flatenormalen ligger i x, y-
planet og danner vinkelen ¢ med z-aksen.

b) Finn normal- og tangensialspenningen pa flateelementet.
c) Finn prinsipalspenningene (hovedspenningene) og retningene
(prinsipalspenningsaksene). (Eksamen ME 105, 1981)

2. I et kartesisk koordinatsystem (x,y) med to-dimensjonal spenningstil-
stand har spenningstensoren P komponentene

) o1 0
r={raf

a) Finn prinsipalspenningene og prinsipalretningene.

hvor o1 og o2 er konstanter.

b) Finn normal- og skjeerspenningen pa flateelementet hvor flatenormalen
ligger i z, y-planet og danner en vinkel ¢ med z-asken.

c¢) Bestem vinkel ¢ som gir maksimal verdi for skjeerspenningen. Finn
skjeerspenningen og normalspenningen i dette tilfellet.
(Eksamen ME 105, 1982)

3. Tet kartesisk koordinatsystem z, y, z har spenningstensoren P komponenter

c0rT
P=<000
700

hvor ¢ og 7 er konstanter og de gvrige komponentene er null.



20 Kapittel 3. Prinsipalspenninger...

a) Finn kraften pa sma flateelement normalt x-, y- og z-aksen.
Arealet av flateelementene betegnes AS.

b) Finn prinsipalspenningene og prinsipalspenningsretningen.

c) Finn retningen for normalen til de flatene hvor det ikke
er normalspenninger. (Eksamen ME 105, 1983)

4. Vi betrakter en to-dimensjonal spenningstilstand i et rettvinklet kartesisk
koordinatsystem hvor 2; og 22 er enhetsvektorer. Spenningene pa plan
som har ¢; og 22 som normalvektorer er henholdsvis

Py =at1 + biy

og
Py = ciy + dio

hvor a, b, c og d er konstanter.

a) Hvilken sammenheng ma det vaere mellom b og ¢?

b) Sett b =a og d = —a. Finn normalvektoren til plan hvor tangen-
tialspenningen er null.

¢) Finn maksimal tangentialspenning. (Eksamen ME 105, 1985)



Kapittel 4

Bevegelseslikningen i1 primitiv
form. Kontinuitetslikningen.

4.1 Utledning av bevegelseslikningen

I dette avsnittet skal vi formulere bevegelseslikningen for et kontinuerlig medium;
vaeske, gass, deformerbart fast stoff, hvor det virker spenningskrefter. Fra
Cauchy’s relasjoner vet vi at dersom spenningstensoren er kjent kan vi beregne
spenningene pa flater med vilkarlig orientering overalt i mediet. Vi tar for oss
et parallellepiped med sidekanter Ax, Ay og Az som er orientert i forhold til
koordinataksene x,y og z slik som vist pa figur 4.1.

I

Fig. 4.1:

P& denne figuren har vi ogsa tegnet inn normal- og skjeerspenninger pa de tre
sideflatene som vender fremover. Av dette er det klart at spenningskraften i
x-retning er forarsaket av komponentene

Pxxa Pyac og sz

21



22 Kapittel 4. Bevegelseslikningen...

I sentrum, O, av epipedet har disse komponentene verdien

(PCEI)O (Pyx)O og (Pza:)O

Den midlere spenningskraften pa sideflatene som skyldes de nevnte spenningskom-
ponentene kan da skrives

Pa sidefl.  adcb [(P:U:C)O + a(r];;m %} AyAz
-7 . ehgf — :(Pm)o - 65? %}Ay Az
o cdhg :(Pyx)o + 68Pyym %}Aw Az
-V abfe — :(Pyac)o - 8551, %}Aa@ Az
e el [P+ 2 R ey
e adhe —[(Pao— 225 2 ar ay

Vi har da slgyfet hgyere ordens ledd i Taylor utviklingen av Py, Py, og P,
omkring punktet O.

Den totale spenningskraften i x-retning, F), faes ved & summere alle bidra-
gene fra sideflaten og dette gir

(0P 0Py, 0P,
Fm_(ax + oy + 82)

hvor A=Az Ay Az er volumet av epipedet. Ved tilsvarende resonnement kan
vi finne spenningskreftene i y- og z-retning og disse er henholdsvis

0P, OoP, OP
F o= y vy zy) A
( Oz + oy + 0z 4

og

(0P, A OP, 0P,
Fz((‘?m + oy + 8Z>AT

Benytter vi oss av indeksskrivematen kan vi sammenfatte dette i et enkelt ut-
trykk for spenningskraften pa epipedet

F={F}= {%Zji}AT

J
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OPj;

8xj
er avledet av spenningstensoren ved derivasjon m.h.p. de tre akseretningene.
Denne vektoren blir betegnet som divergensen til spenningstensoren og dette

skrives ofte
v.p {apji}
(%j

Massen, m, av epipedet kan vi uttrykke

Vektoren

m = pAT

hvor p er den midlere massetetthet. Spenningskraften pr. masseenhet blir

folgelig
s F 1[0Py
7 _m_p{amj}

Dersom det i tillegg til spenningskraften ogsa virker volumkrefter pr. masse-
enhet f.eks. tyngdekraften som vi betegner

£
sa vil epipedets akselerasjon a veere bestemt ved
a=f"+f
Ved & sette inn for f° far vi bevegelseslikningen pa primitiv form
a:;V'P—I—f” (4.1)

I indeksnotasjon kan denne likningen skrives

_10F;
_paxj

a; + flv (4.2)
Likevektbetingelsen for et stoff som deformeres under pavirkning av ytre krefter
er

1 0P;;

0=——2 4 fF 4.3

P AR (43)
For a fa en entydig betegnelse i indeksnotasjonen er indekset v for volumkraften
flyttet opp.
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Fig. 4.2:

4.2 Eksempel pa likevekt i tyngdefeltet

Vi betrakter et elastisk lag med plan overflate og vi legger z- og y-aksen langs
overflaten med z-aksen rettet vertikalt oppover

Laget tenkes & veere homogent med tetthet p og det er ubegrenset bade i
horisontal retning og i dypet. Dersom tyngden er den eneste ytre kraft far vi

fra likevektslikningen (4.3)

(
(
al

= D= DI

0Py 0Py N 6sz) _o
oy 0z B
OPyy 0Py, 0Py ) B
Ox oy + 0z =0
0Py, 0P, 0P, B
Ox oy 0z ) —9 =0

hvor g er tyngdens akselerasjon. Vi forventer at spenningsforholdene i mediet
er uavhengig av x og y slik at 9/0z og 9/0y =0. Derved far vi at likevekt-

betingelsene kan skrives

8sz
0z
0P,
0z
OP,,
0z

Den siste av disse likningene kan integreres og dette gir

P,=pgz+ A

Integrasjonskonstanten A bestemmes ved grenseflatebetingelsen ved overflaten.
Dersom spenning pa overflaten z=0 skyldes lufttrykket, pg, har vi at

P,. = —po

for z=0
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Integrasjonskonstanten kan derved bestemmes og vi far at normalspenningen
P., varierer med dypet etter formelen

Pzz = —po + pgz

Det vil si at spenningen pa en flate i et dyp z=—H er gitt ved vekten av ma-
terialet i en sgyle over flaten med tillegg for lufttrykket. Dette gir tilsvarende
trykkfordeling i z-retningen som ved hydrostatisk likevekt i vaesker. De gvrige
spenningskomponentene P, Py, etc. er forelgpig ubestemt, og material egen-
skapene ma spesifiseres for disse kan bestemmes. Det skal senere vise seg at
komponentene P, og P,, ikke er lik P, slik at spenningstilstanden ikke er
isotrop det vil si lik i alle retninger. (Se avsnitt 7.3.)

4.3 Kontinuitetslikningen

Kontinuitetslikningen uttrykker at masse er en konservert stgrrelse. Det in-
nebarer at netto massestrgmmen inn i et avgrenset volumelement ma veere lik
gkningen eller reduksjonen av masse innenfor elementet. Vi velger a betrakte
et volumelement i form av epipedet i figur 4.1. Massestrgmmen pr. flateenhet
og tidsenhet i sentrum av epipedet kan vi skrive

q = (pv)o (4.4)

hvor v er hastigheten i punktet. Hastigheten har komponenter v ={u, v, w} eller
i indeksnotasjon v={v;}. Massestrgemmens komponent i z-retning i punktet O
er altsa

¢z = (pu)o

og den midlere massestrommen pr. flateenhet og tidsenhet ut gjennom side-
flaten adbc i epipedet er

(pu)o -+ o (pu) (4.5)

Siden flaten har areal AyAz er den totale massestrgmmen ut gjennom flaten
pr. tidsenhet lik

ox

Likeledes blir uttrykket for den totale massstrgmmen inn gjennom sideflaten
efgh pr. tidsenhet

{(pU)o + 6(pu)Aﬂ Ay Az (4.6)

Ax

{(pu)o - ai(p“)z} Ay Az (4.7)

Den netto innstrgmningen av masse pr. tidsenhet gjennom de to nevnte side-
flatene er gitt ved differansen mellom uttrykkene (4.7) og (4.6). Folgelig kan
netto innstrgmningen i tidsrommet At skrives
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0
- %(pu)AT At

Pa tilsvarende mate finner vi henholdsvis at netto innstrgmning gjennom side-
flatene normalt y- og z-aksen er

0
- AT A
By (pv)AT At

og

0
— g(pw)AT At .

(Dkningen i masse innenfor epipedet i samme tidsrom er
Ap AT

hvor Ap er tetthetsendring.
Kravet om at massen skal veere bevart leder til fglgende masseregnskap for
epipedet
Ap AT = — 9 9 9 AT At
pAT = = | J-(ou) + 5 (p0) + 5 pw) | Ar
Ved overgang til differensialsymboler dp/0t i stedet for Ap/At gir dette kon-
tinuitetslikningen

Op _ 9(pu) 9(pv) O(pw)

ot Ox Ay 0z

Denne likningen kan i vanlig vektornotasjon skrives

dp
—=-V- 4.8
T pv (4.8)
og ved indeksskrivematen
op 0

ot _ij(pvj)

4.4 Integralformulering av bevegelseslikningen
og kontinuitetslikningen

I det foregaende har vi utledet bevegelseslikningen og kontinuitetslikningen
ved a gjgre regnskap for krefter og massetransport for et rettvinklet epiped.
Denne fremgangsmaten er knyttet til en kartesisk koordinatbeskrivelse og vi
har egentlig i denne utledelsen inndirekte ogsa utledet Gauss integrasjonsats
for en tensor. Vi skal na formulere bevegelseslikningen og kontinuitetslikningen
uten at vi begrenser oss til et bestemt valg av koordinatsystem, men dette vil
til gjengjeld kreve at vi har bevist Gauss sats pa annen mate.
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La oss betrakte en liten avgrenset del av mediet med begrensningsflate S og
volum V. La n betegne enhetsnormalen til et flateelement do,, i begrensnings-
flaten S. Den totale spenningskraften som virker pa S er

/P-ndan:/V-PdT
S

hvor flateintegralet er omskrevet til et volumintegral ved hjelp av Gauss sats. dr
betegner som vanlig et volumelement. Dersom det ogsa virker en volumkraft f,
pr. masseenhet pa massen innenfor volumet V' sa kan resultanten av volumkraften

skrives
/ flodr
VvV

hvor p er massetettheten. Akselerasjonen av massen innenfor flaten S er

/ padTt
\%4

Newtons andre lov for massen innenfor volumet V' gir

/pa,dT:/ V-Pd7+/ Fopdr
Vv 1% Vv

/ (pa—V -P—fp)dr =0
v

Dette kan skrives

Denne likningen er oppfylt dersom integranden er lik null og det leder direkte
til bevegelseslikningen (4.1).

Pa tilsvarende mate kan vi utlede kontinuitetslikningen. Total massetrans-
port gjennom flaten S kan skrives

/ pv - ndo, = / V- (pv)dr
S \%

hvor flateintegralet igjen er omskrevet ved hjelp av Gauss sats. Massetrans-
porten er her regnet positiv nar den er rettet ut gjennom flaten. Endringen pr.
tidsenhet av masse innenfor volumet er

[

Prinsippet om massebevarelse medfgrer

/apdT— /V pv)d
/(gt—i-v (p ))dT:O

Den siste likningen er oppfylt dersom integranden er null og det leder direkte
til kontinuitetslikningen (4.8).

som kan skrives
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4.5 (vingsoppgaver

1.

Finn divergensen til tensoren P;; = (3d;; hvor 3 er en funksjon av x,y og
z.

Bestem akselerasjonen i et medium hvor spenningstensoren er gitt ved

) Bz Ky
P= { Ky Bz
og den ytre kraft er f={f;,0,0}. (5 og k er konstanter. Hva er betingelsen
for likevekt?

Bestem akselerasjonene i et medium hvor spenningstensoren er gitt ved
Pij = YTiTj + (ﬁ_’}/)xrxséir(sjs

og hvor det ikke virker ytre krefter. v og 3 er konstanter.



Kapittel 5

Hastighet. Forskyvning og
akselerasjon

Vi har allerede innfgrt felthastigheten

v = {Uz}

og vi tenker oss at i et kontinuerlig medium (vzeske, elastisk/plastisk stoff) er
hastigheten en funksjon av romkoordinatene r={xz;} og tiden t.

X

Fig. 5.1:

Vi lar r, betegne koordinaten til et bestemt punkt P eller partikkel i mediet.
Den tidsderiverte av r, er da partikkelens hastighet og partikkelen forutsettes
a folge mediets bevegelse gitt ved felthastigheten. Derved er

dry

Tl v(rp,t) (5.1)

Dersom rg er partikkelens posisjon ved tiden t=tg finner vi ved integrasjon av
(5.1) at posisjonen ved et etterfglgende tidspunkt er
¢
Ty — rg = [ v(rp, t)dt (5.2)

to

29
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Stgrrelsen rp—rg er partikkelens forskyvning eller forrrykningen som den ogsa

kalles. Vi lar vektoren

u = {u;}
betegne forskyvningen. Vi har altsa at

0

u:rp—rp

Siden r, som er en funksjon av ¢ inngar i integralet i (5.2) er det i almin-
nelighet vanskelig a finne enkle analytiske relasjoner mellom forskyvningen u
og felthastigheten v. Likninger hvor den ukjente, her r,, forekommer bade ek-
splisitt og i integraluttrykk kalles integrallikninger og lgsningsmetoder for slike
likninger gjennomgaes i avanserte kurs i mekanikk og anvendt matematikk. I
mange tilfeller er forskyvningene sma slik at vi kan forenkle likningen (5.2). Vi
setter

v(rp,t) = 'v(r2+u,t) = v(rg, t)

Dette betyr at vi approksimerer felthastigheten i omegn av partikkelens posisjon
ved t=tp med hastigheten i dette punktet. Folgelig far vi
t
0

u=r,—r,= t v(rg,t)dt
0

Derivasjon av denne likningen m.h.p. tiden gir

ou
i
Denne relasjonen mellom forskyvningsfeltet og hastighetsfeltet gjelder altsa ved
sma forskyvninger.
Partikkelens akselerasjon finner vi ved a derivere (5.1) med hensyn pa tiden.
Nar vi husker at v ogsa er en implisitt funksjon av tiden gjennom 7, =r,(t) far
vi

v (5:3)

_ &y _0v  Ovdy O0v - Ov
W w2 T ot ow; dt ot U o,

Dette gir

ap:aa::—kv-Vv (5.4)

U-Vv—{ngzi}
j

Detaljene i denne utledningen og den fysikalske tolkningen av leddene pa hgyre
side i likning (5.4) er gitt i forelesningskompendiet for kurset ME 102 (Gjevik,
1981). Dersom hastigheten er tilstrekkelig liten kan den konvektive akselerasjo-
nen v - Vv slgyfes og vi far

hvor
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d’r,  0v  9*u

W T o o

For sma forskyvninger er altsa akselerasjonen
0%u
ot2
Denne formelen kommer ofte til anvendelse ved deformasjoner av elastiske stoff.

(5.5)

(lp:

5.1 @vingsoppgave

1. Gitt et en-dimensjonalt hastighetsfelt
v .
v(x,t) = — xsinwit
(0,6) = 2

hvor v,, L og w er konstanter

a) Vis at akselerasjonen for en partikkel i feltet er

vow v
a, = OT.I[COS wt + i sin’ wt]

b) Vis at forskyvningen til partikkelen er

u = x {exp L:)% (1- coswt)} - 1}

hvor zg er posisjonen ved t=0.

c) Bestem ogsa a, og u ved a bruke tilngermelsene (5.3) og (5.5). Hvilken
betingelse ma vaere oppfylt for at (5.3) og (5.5) skal gi en god tilnsermelse
til de eksakte uttrykkene?






Kapittel 6

Deformasjoner (tgyninger) i
tre dimensjoner

6.1 Tensoren for de relative hastighets- og forskyv-
ningsforskjeller. Ekspansjon/kontraksjon.
Deformasjon uten volumendring.

Rotasjon som stivt legeme.

Vi skal na se pa hastighetsforskjellen og forskyvningsforskjellen mellom to naerliggende
punkter P, og Ps i feltet.

Py
Py

{zi} Aw; + Axj}

)

Fig. 6.1:
Felthastigheten betegner vi som far ved
v = {Ui}

og forskyvningen ved

u = {u;}

33
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Forskjellen i hastighet eller forskyvning mellom punktene P, og Ps er

A’UZ' =

A’LLZ' =

hvor vi ved Taylor-utviklingen har sloyfet hoyere ordens ledd i Ax;. Matrisene

Ui(l‘j +A$j, t)

ui(xj +A$j, t)

eller tensorene D og D som er definert ved

: (%Z-
b= { 833j

og

D= { Gul
al'j

kalles henholdsvis tensoren for de

Ouy

or1

} _ ) Ov
- oz
Ovg.

ox1

dug

o1
_ Oua
- ox1

Oug
ox1

—vi(7j, 1)

—Uu

i(zj,1)

Ouy.
0o
vy
Oxo
Ovg.
Oxo

Ouy
Oxo
Qug
Oxo
Oug
Oxo

de relative forskyvningsforskjeller (tgyninger).

Som fglge av hastighetsforskjellene i feltet kan et volumelement utsettes for

1. Ekspansjon eller kontraksjon uten formforandring

(formtro volumendring)

2. Deformasjon uten volumforandring

(volumtro formendring)

3. Rotasjon som stivt legeme.

Ekspansjon/
kontraksjon

Deformasjon uten

volumendring
/ Y
/ /
> ——
/ /
%/ %’

Fig. 6.2:

~

12

Ovy.
Oxs
vy
oxs
Ovg
oxs

Ouy
Oxs
Qug
Oxs
Oug
Ox3

4A33j

(6.1)

(6.2)

Rotasjon som
stivt legeme

relative hastighetsforskjeller og tensoren for

Nz
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Tensoren D ma beskrive alle disse deformasjonsformene og vi kan dele tensoren
i tre deler

D=D,+D,+D, (6.3)

hvor D, Dy og D, henholdsvis star for ekspansjon, deformasjon uten volumendring
og rotasjon som stivt legeme.

Tensoren D, kan vi finne enkelt. Hastighetsfeltet ved ren ekspansjon kan vi
skrive

V; = Qx;

hvor xz; er den vektorielle avstanden fra punktet ekspansjonen foregar ut fra og
« er en konstant. Positiv a betyr ekspansjon og negativ « tilsvarer kontraksjon.
Divergensen til dette feltet er

. Bvi

V'U_azci

=3«

Slik at hastighetsforskjellen regnet ut fra ekspansjonspunktet ved ren ekspan-
sjon er:

3

Eller om vi vil

V-
3

hvor 9;; er Kroneckers delta eller enhetsmatrisen. Derved kan vi identifisere
tensoren D, som

Avi = 5iijj

Vv
' . o0 o0
ez{ 3 5Z-j}= 0o % o0 (6.4)
V-
o o %v

Hastighetsfeltet som tilsvarer ren rotasjon kan skrives
Av = QxAzx

hvor €2 er vinkelhastighetsvektoren. Dette gir nar vektorproduktet regnes ut

i § k (Q,Az—Q,Ay)i
Av=|Q Q Q. |= (QAr—QA2)j
Azx Ay Az (QAYy—Q,Az)k

Vi kan ogsa uttrykke det samme ved matrise multiplikasjon

0 Q. Q) (A
-Q, Q 0 Az



36 Kapittel 6. Deformasjoner...

< Q x Az
Ax

Fig. 6.3:

Slik at tensoren for ren rotasjon D, kan identifiseres som den antisymmetriske
tensoren

0o -2, Q
D,={ Q. 0 -Q (6.5)
-, Q 0

Tensoren D kan deles i en symmetrisk og en antisymmetrisk del. Ved & addere
og substrahere far vi

’D‘:l 81}1» +81)j +1 81}1» _(%j

2 8.%'j 635,, 2 axj 8331
Det forste leddet representerer den symmetriske delen og det andre leddet den
antisymmetriske delen. FEtter hva vi har sett ma den antisymmetriske delen

tilsvare ren rotasjon og i ME 102 kompendiet ble dette leddet knyttet til virvlin-
gen i feltet. Det symmetriske delen av D skal vi betegne

1 (9’1)2' 8vj
ii = — 6.6
6@] 2 (6.%] + 6%'1) ( )
og tensoren {¢;;} tilsvarer altsa hastighetsforskjellene for ekspansjon og defor-
masjon uten volumforandring. Vi har altsa at

Do+ Dy = {é&;}
Derved kan vi finne tensoren for deformasjon uten volumforandring ved innset-
ning fra (6.4) og vi far

. . V-v
Dd = {Eij} - {3 574} (67)
Tilsvarende betraktninger som vi na har gjennomfert for hastighetsfeltet kan

gjores for forskyvningsfeltet. Ved & dele tensoren D pa tilsvarende méate som er
gjort i likning (6.3) far vi

D =D+ Dy+ D,
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hvor de tre delene igjen representerer de tre deformasjonsformene. Videre de-
finerer vi en symmetrisk tensor ved

1 811,1 8u]'
og finner
D.+Dy = {Gij} (69)
slik at

3

Tensoren {e;;} blir ofte kalt toyningstensoren.

Da = {eig} - {5 b} (6.10)

6.2 Eksempler

1. Strekning av elastisk stav

Vi legger z-aksen langs stavens lengdeakse med

0 origo 0 i fastspenningspunktet. Stavens opprin-
nelige lengde er [ og den strekkes Al. For-
rykningen i stavens lengderetning er da

Al
U=—=2x
l
Dersom vi ser bort fra tverrkontrasjonen er
forskyvningen i staven gitt ved forskyvn-
r=10 _l_ ingsvektoren
A
! {ui} = {u,0,0}
T@yningstensoren blir
v AL g 0
Fig. 6.4: {ej}=40 0 0
0 00
2. Skjardeformasjoner
Y Forrykningen i z-retning ved deformasjonen
vist pa figuren er
— / u=qay

/ / hvor « er en konstant. Forutsetter vi at det
er ingen forskyvninger langs de to andre ak-
seretninger slik at forskyvningsvektoren er

Fig. 6.5: {u;} = {u,0,0}
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Tgyningstensoren blir i dette tilfellet

0 2a 0
€5 = %CM 0 0
0 0 0

Vi finner ogsa at tensoren for ren ekspansjon D, =0 slik at vi i dette tilfellet har
deformasjoner uten volumendring. Skjserdeformasjoner av denne art opptrer
ogsa ved skjeerstrommer i veesker. Hastighetsfeltet er da f.eks.

{vi} = {u,0,0}

hvor u = ay er stremkomponenten i z-retning. Tensoren for ”hastighets-
tgyningene“ i veesker blir altsa

0 2a 0
&j=<3a 0 0
0 0 0

Konstanten o har i dette tilfellet dimensjon s .

6.3 vingsoppgaver

1. Et forskyvningsfelt u; har formen u; =a;;z; der a;; er konstanter. Hvor-
dan ma o;; velges for at forskyvningene tilsvarer

a) Ren ekspansjon/kontraksjon?
b) Ren rotasjon?

¢) Ren volumbevarende deformasjon?

(Svar: 1. Oéij:(), 27&], 11 — Q92 =033 . 2. Qi = —0yj .
3. Q=05 08 04“20)

2. Vi betrakter et to-dimensjonalt forskyvningsfelt i x, y planet gitt ved
u = ayt
hvor ¢ er enhetsvektoren i z-retning og a er en konstant.

a) Finn tgyningstensoren ¢;; som svarer til dette forskyvningsfeltet.

b) Bruk tilsvarende metode som ble brukt for spenningstensoren til a
finne prinsipalretningene for tgyningstensoren og de tilhgrende prin-
sipalverdiene (egenverdiene).

c) Vis at et kvadrat med sidekanter L, med sentrum i origo og sidekan-
tene orientert i prinsipalretningene deformeres til et rektangel. Vis
ogsa at den relative lengdeendringen av sidene er lik prinsipalverdi-
ene funnet under (b). Vi forutsetter at a < 1 slik at andre ordens
ledd, a?, kan slgyfes. (Eksamen ME 105, 1984)
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3. a) Finn forskyvningsfeltet som svarer til konstant tgyningstensor.

b) Vis at dette forskyvningsfeltet kan skrives som

U = €01 + €y Y] + €222k + S
der S representerer en stivt legeme bevegelse:

S=C+Vxr

C representerer translasjon mens V' xr representerer rotasjon. Ro-
tasjonsvinkelen V' ma veere liten for at uttrykket for rotasjonen skal
veere gyldig. Hvordan bestemmes V og C'?

c¢) Vis at forskyvningsfeltet over deformerer rette linjer til rette
linjer.






Kapittel 7

Forbindelsen mellom
spenninger og

tgyninger /tgyningshastig-
heter. (Stress-strain
relasjoner)

7.1 En-dimensjonale modeller

For at bevegelseslikningen skal kunne gi oss informasjoner om mediets beve-
gelse, ma vi kjenne de fysikalske relasjoner mellom spenningstensoren og de
tilstandsparametre som til enhver tid beskriver mediet. For mange stoffer er
disse relasjonene sveaert kompliserte idet spenningene ikke bare avhenger av
den gyeblikkelige tilstand, men ogsa av de tidligere tilstander som mediet har
gjennomgatt. For enkelte stoff er i mange tilfelle spenningene kun avhengige
av forskyvningsfeltet eller hastighetsfeltet samt temperatur og trykk. Der-
som spenningene er avhengige av forskyvningsfeltet men uavhengig av hastig-
hetsfeltet i.e. uavhengig av om forskyvningene foregar hurtig eller sakte sier
vi at mediet er elastisk. 1 det motsatte tilfelle hvor spenningene er avhengig
av hastighetsfeltet men uavhengig av forskyvningene betegner vi mediet som
en viskgs veske. Mellom disse to idealiserte yttertilfellene finner man mange
stoffer som danner de forskjelligste overgangsformer.

I utallige laboratorieforsgk er de elastiske egenskaper for faste stoffer blitt
kartlagt ved at en provestav (streng) er blitt utsatt for en kraft F' i prevens
lengderetning.

Stavens lengde | endres med en stgrrelse Al som fglge av belastningen og
den relative forlengelsen (strain)
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Fig. 7.1:

Spenningen (stress) i staven pa en tverrsnittflate defineres ved

o= —
q

hvor g er tverrsnittsarealet av strengen. Vi ser forelgpig bort fra virknin-

gen av tverrkontrasjonen og regner g som konstant. Maleresultatene av slike

laboratorie-forsgk blir ofte fremstilt ved at spenningen, o, blir plottet mot den

relative forlengelsen, €. Eksempler som viser karakteristiske trekk ved slike plott

er vist i figur 7.2.

op |l _______ op |l _____

Fig. 7.2:

Det viser seg at for enkelte stoff sa faller punkter med samhgrende o, € verdier
med god tilnsermelse langs en og samme kurve under av- og palastning av
proven. Dette gjelder sa lenge spenning ikke overskrider en viss verdi op
(figur 7.2a). Det eksisterer derfor en entydig relasjon mellom o og €

10



En-dimensjonale... 43

og vi sier materialet i prgven er et perfekt elastisk for spenninger o0 < op. En
rekkeutvikling av denne funksjonen etter potenser av e gir selvsagt som fgrste
tilnsermelse at o er en linezer funksjon av e.

o= FEe (7.1)

hvor konstanten E betegnes som Youngs elastisitetsmodul. Youngs modul har
samme dimensjon som o og i SI-systemet er enheten N/m? eller Pascal (Pa)
1Pa = 1 N/m?2. Svert mange stoff (metaller, stein eller glass) folger en slik
linezer lov opp til forholdsvis store spenninger. Vi kaller loven (7.1) Hooke’s
lov etter den engelske vitenskapsmannen Robert Hooke (1635-1703). Stoff som
fglger denne loven betegnes som lineaert elastiske.

Robert Hooke (1635 — 1703) ble fgdt pa Isle of Wight i England
og fikk utdannelse ved Oxford Universitetet. Vitenskapsmann med
interesse ogsa for a forbedre mekaniske innretninger. Han eksperi-
menterte blant annet med sméa vindmgller og propeller for 4 male
strgmhastigheter i luft og vann. I dag er Hookes mest kjent for a ha
studert elastiske krefter i fjeerer og ha formulert den loven som na
baerer hans navn. I 1676 ble det i England publisert en avhandling
som utmerket seg ved usedvanlig korthet og originalt innhold. Den
vitenskapelige teksten bestod kun av anagrammet
ceiiinosssttuv

Forfatterens navn var Hovde. To ar etter ga Hooke tydningen av
anagrammet. Det inneholdt bokstavene i den latinske setningen
ut tensio sic vis

Dette som i oversettelse betyr “som forlengelsen sa og kraften”
var Hookes formulering av loven som han oppdaget eksperimentelt
allerede i 1660 og som han sa altsa fgrst publisert under psev-
donymet Hovde i 1676.

Hookes var ogsa en av de fgrste som foreslo at himmellegemer som
sol og planeter tiltrekker hverandre med en kraft (gravitasjon). Et-
ter samarbeid med astronomen Edmund Halley kom de fram til

at denne kraften var omvendt proporsjonal med avstanden mellom
klodene.

Tabell 1 gir Youngs modul for noen stoffer. (1 Giga Pa = 10° N/m?)

Tabell 1
E
Stoff Giga Pa
Stal 209

Kobber 123
Gummi 0.001
Granitt 46
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Ved hjelp av loven (7.1) og tabellen kan vi na beregne forlengelsen av et gum-
mistrikk.

I et gummistrikk med lengde [ =0.5m og tverrsnitt ¢=5- 10~2em? henges
det lodd med masse m=0.1kg. Spenningen i strikken er

o="9 — 2. 10°N/m?
q

og forlengelsen av strikken beregnes fra (7.1)
o
Al=—=1=10
i cm

For noen stoff finner man at kurvene i o- og e-diagrammet blir forskjellige ved
av og palastning. Vi sier da at prgven viser hysterese.

Overskrides den kritiske spenningen, op, sd finner man alltid at avlast-
ningskurven er forskjellig fra palastningskurven og desuten at prgven etter
avlastning har fatt en permanent forlengelse. T figur 7.2b er OA palastnings-
kurve, AB avlastningskurven og €, den permanente forlengelse. Vi sier at
progven er blitt plastisk deformert og at pregven er plastisk for spenninger som
er stgrre enn den kritiske spenningen op. Denne kritiske spenningen kaller
vi provens flytespenning eller flytegrense. 1 ingenigrkretser blir denne beteg-
net f,. Nar flyting inntrer sa er det en liknende relasjon mellom spenning og
deformasjonshastighetene som i en viskgs vaeske. Flytegrensen for et stoff kan
veaere mer eller mindre veldefinert og er som regel sterkt temperaturavhengig.

For stal av vanlig handelskvalitet er f, = 300 N/mm? = 300 Mega Pa.
Dimensjonrende flytespenning (f,q) brukt ved styrkeberegninger av konstruk-
sjoner reduseres med en sikkerhetsfaktor v, = 1.25 —2.00 slik at fyq = fy/Vm-

Man betegner materialer som viser liten eller ingen plastiske deformasjoner
for spenninger opp mot materialets bruddstyrke sproe materialer. Eksempler pa
dette er glass og forskjellige steinarter. Materialer som blir plastisk deformert
for spenninger over flytegrensen, betegnes som duktile matrialer (kobber, alu-
minium). Forsgk viser at en prgvestav av et sprgtt materiale f.eks. en steinart
kan bli duktil ved at prgvestavens sideflater utsettes for store trykk samtidig
med at den belastes i lengderetningen. Dette resultatet har apernbart store
geologiske konsekvenser idet steinarter som er under store trykk derved kan
deformeres plastisk.

Na viser det seg imidlertid at under slike forsgk som her er nevnt, sa vil
tidsforlgpet av belastningen ha innflytelse pa deformasjonsforlgpet. Studiet av
tidseffekters virkning pa deformasjonsforlgpet kalles rheologi. For et stoff som
ved en forsgksserie finnes & veere linesert elastisk, vil man for eksempel kunne
male forskjellig verdi av Youngs modul ettersom prgvestaven belastes hurtig
eller sakte. Man kan dessuten finne at for stoffer som oppfgrer seg som et
perfekt elastisk stoff nar av- eller palastning skjer relativt hurtig, sa kan plastisk
deformasjon eller flytning skje ved sma spenninger dersom prgven belastes lenge
nok. Slike fenomen er velkjent i geofysikken. Jorden er nesten perfekt elastisk
for hurtige pavirkninger som f.eks. jordskjelvbglger. Den deformeres imidlertid
plastisk ved flytning under laster som har lang tidsvarighet. Nedbgyningen
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av landmassene i Fennoscandia under den Pleistocene istid og de etterfglgende
landhevninger etter at islasten forsvant er et eksempel pa dette.

Flytning av den arten som her er nevnt innebarer at ingen stoff kan be-
traktes som helt faste. Imidlertid foregar flytning sa sakte at man som oftest
kan se bort fra den, unntatt ved belastninger av sveert lang tidsvarighet. Fly-
tningen er sterkt avhengig av temperaturen og den foregar langt hurtigere ved
hgye temperaturer enn ved lave. Av fysikalske grunner skiller man mellom
denne formen for flytning som altsa foregar for alle spenningspavirkninger og
den ordinzere plastiske flytning hvor flytning finner sted for spenninger som
overskrider en mer eller mindre veldefinert flytegrense. En kaller den type fly-
tning som foregar uavhengig av den plastiske flytegrensen for Nabaro-Herring
flytning etter vitenskapsmennene Nabaro og Herring som var de forste til & gi
en fysikalsk forklaring pa fenomenet.

For oversiktens skyld kan det veere hensiktsmessig a sette opp en liste som
angir mulige stress-strain relasjoner for noen av de deformasjonsfenomen som
vi her har diskutert. Vi vil forelgpig for enkelhets skyld bare betrakte en-
dimensjonal spenning og deformasjon.

i) Lineaert elastisk stoff
Den matematiske modellen for dette tilfellet er gitt ved likning (7.1) (Hookes
lov).

ii) Flytning (viskgs vaeske)
I dette tilfellet er spenningen kun avhengig av deformsjonshastigheten ¢ og kan
uttrykkes ved en relasjon

o= f(e) (7.2)
I mange tilfeller er relasjonen lineser og
o =mné (7.3)

hvor 7 er viskositetskoeffisienten. Ved vanlig plastisk flytning under store spen-
ninger eller hgy temperatur gjelder vanligvis kompliserte relasjoner av formen
(7.2) mens den enkle linezre relasjon (7.3) gjelder for Nabaro-Herring flyt-
ning. Den mest kjente loven for viskgs flytning er Newtons friskjonslov for
en skjeerstrgm hvor strgmhastigheten u i z-retning varierer i retning normalt
strommen (y-aksen) skjserspenningen er da

ou )
Py = ua—y = 2péyy
Flytning i isbreer blir ofte beskrevet med Glens lov som kan uttrykkes

o =né
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iii) Perfekt plastisk stoff

I dette tilfellet er stoffet linesert elastisk for spenninger mindre enn flytegrensen
op. For spenninger stgrre enn op folger deformasjonen lover av formen (7.2).
Sammenfattet kan vi skrive dette

o= Fe o< of

o =né o> 0F

iv) Firmoviskgs stoff (Kelvin Voigt modell)

Nar et linezert elastisk stoff utsettes for en belastning sa vil tidsforlgpet for
deformasjonen veere lik tidsforlgpet for belastningen. Anelastiske egenskaper
ved noen stoffer fgrer til at tidsforlgpet av deformasjonen er forskjellig fra tids-
forlgpet av belastningen. For noen stoffer finner man at nar prgvestaven plut-
selig utsettes for en belastning sa vil deformasjon asymptotisk naerme seg en
stasjoneger verdi. En sammenkopling av de linezere modellene i) og ii) kan veere
en brukbar modell i dette tilfellet. Den blir kalt Kelvin-Voigt modellen og
forbindelsen mellom ¢ og € er

o = Ee+né (7.4)

hvor F og n er konstanter og € er den tidsderiverte av e. Lar man ved tiden t=0
€ veere lik null og palegger plutselig en spenning og sa vil € i den etterfglgende
tid finnes ved a lgse differensiallikning (7.4). Vi finner

_Et
e:?[l—e ’7}

Vi ser at den relative forlengelsen naermer seg asymptotisk til den stasjonsere
verdien o¢g/E. Etter en tid 7=n/E avviker € 36% fra den stasjonere verdien.
Tidsparameteren 7 gir et mal for den tiden det tar fgr € er meget nser den
stasjonaere verdien. En kaller derfor 7 for relaksasjonstiden for firmoviskdgse
stoff.

v) Maxwell-modellen
Denne modellen beskriver stoffer som er elastiske for hurtige pavirkninger men
som flyter for langsom pavirkning. Bek og silikonkitt er eksempler pa stoffer
med slike rheologiske egenskaper. Relasjonen mellom o og € er
c o
= — = 7.5
€ i + " (7.5)

hvor som for E og n er konstanter. Likning (7.5) viser at man for Maxwells
modell har summert deformasjonene for en linezer viskgs modell og en lineser
elastisk modell. Oppfatter vi e=e (¢) som en kjent funksjon av tiden sa er (7.5)
en differensiallikningen for o som har fglgende lgsning nar o =0 for t=0

t

= ds + ope 7 (7.6)

s

a:E/Oté(s)e
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s—t _t
hvor tidsparameteren 7=n/E. For t < T sa er T og e ™=1. Med disse
tilneermelser finner man fra (7.6) at

o—oy=FE(e—ep)

hvor € er verdien av € ved t=0. Av denne likningen ser vi at for pavirkninger
av varighet meget mindre enn 7 sa fglger mediet en linezer elastisk lov.
I det andre grensetilfellet hvor ¢ > 7 omskriver vi (7.6) og setter

s—t

= ds + ope * (7.7)

UZEKA@Q@@+EARW

s—t

hvor I (s) =€(s)—€(t) og Ia(s)=e 7 . For t>> 7 forlgper funksjonene I(s) og
I(s) som antydet i figur 7.3.

Il IQ
/ >
f ; S
s=0 s=1t
Fig. 7.3:

Det vesentligste bidraget til o er derfor det andre leddet pa hoyre side av likning
(7.7) og etter integrasjon far vi at

o =né
Dette viser at for pavirkninger av varighet meget stgrre enn 7 sa fglger mediet

en lineger viskas lov.

7.2 Generell form av stress-strain relasjoner for et
deformerbart medium
I analogi med hva vi fant i det en-dimensjonale tilfellet venter vi at for deformer-

bare medium vil spenningen i alminnelighet avhenge av tensorkomponentene €,
0g €mn. Dette kan vi skrive ved funksjonssammenhengen

Bj = Pz'j(ekly émn) (7'8)

hvor k,I,m og n har verdiene 1, 2, 3. For deformerbare faste stoffer og fluider
med komplekse egenskaper kan disse relasjonene veere sveert innviklet og de
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kan ogsa avhenge av ytre forhold sasom temperatur, trykk og de pavirkninger
mediet har veert utsatt for ved tidligere belastninger.

I dette kurset skal vi bare behandle to relativt enkle modeller som med god
tilnsermelse beskriver forholdene i elastiske stoff ved sma forskyvninger og i en
stor klasse av viskgse fluider deriblant vann og luft.

7.3 Linesert elastisk stoff. Hookes lov generalisert til
tre dimensjoner. Isotropt elastisk stoff.

I et linecert elastisk stoff antas spenningskomponentene & veere linesere funksjo-
ner av tgyningstensorens komponenter. Dette kan skrives

Pij = Kijri€en (7.9)

hvor koeffisientene Kz er konstanter. For bedre a fa et inntrykk av strukturen
i denne tensor-likningen skriver vi ut likningene for tre av komponentene

P11 = K€+ Kii22€2+ Kiizzess+ Kiii2€12+ Kii13€13+ Ki123€23
Py = Koo1€11+ Ko222€92+ Ko933€33+ Koo12€12+ Ko213€13+ K2923€03
P33 = K3311€11+ K3320€92+ K3333€33+ K3312€12+ K3313€13+ K3323€03

Her har vi benyttet at €10 =€91 0g samlet disse leddene under en felles konstant
Ki112. P4 tilsvarende maéate har vi samlet leddene inneholder €13 og €31 og
leddene €23 og €39.

Pa tilsvarende mate kan likningene for spenningskomponentene Pjs, Pi3 og
Py3 skrives ut. Dette viser at tensor (7.9) inneholder ialt 36 konstanter. Na kan
det vises at koeffisienttensoren K;;; har fglgende symmetriegenskaper

Kijk = Kyij

Derved reduseres antallet uavhengige konstanter til 21. Vi skal i avsnitt
(11.5) komme tilbake til beviset for denne pastanden. I et isotropt elastisk
stoff hvor forholdene omkring et punkt i mediet er like i alle retninger omkring
punktet vil antall konstanter reduseres ytterligere til 2. Vi skal gi en delvis
begrunnelse for dette. P& grunn av retningsuavhengigheten ma

Ki111 = Ka222 = K3333 (7.10)

For & se dette antar vi at toyningen €11 = €22 =€33. Det ma det gi opphav til like
store bidrag til spenningskomponenter Pi1, Poo og P33 i de tre akseretningene.
Av tilsvarende grunner ma vi ha at

K122 = K133 = Kog11 = Kao33 = K3311 = K3320 (7.11)

Ved a utnytte isotropi egenskapen kan man finne flere relasjoner mellom koeff-
isientene i (7.9) og (7.11). Det kan derfor fores fullstendig bevis for at for et
isotropt elastisk stoff er det bare to uavhengige koeffisienter i relasjonen (7.9).
Med de forenklinger som dette innebaerer kan vi skrive (7.9) pa folgende form
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Pij =KV - uéij +2u <6ij — V3U5U> (7.12)

hvor x og i er elastisitetskoeflisientene henholdsvis for ren ekspansjon eller kon-
traksjon (formtro volumendring) og deformasjoner uten volumendring (volumtro
formendring).

Koeffisientene x og u er stoffkonstanter som kan veere avhengig av tempera-
turen og andre fysiske parametre. For disse koeffisientene benyttes henholdsvis
betegnelse bulk modulus og stivhetsmodulus. I Sl-systemet har koeffisientene
enheten Pascal = N/m?.

En alternativ form av (7.12) er mye brukt. Den faes ved a innfgre en
elastisitetskoeffisient

2
)\ = —_ =
K= gh
Dette gir
Pij = AV - udy; + 2p€;5 (7.13)

Koeffisientene \ og p betegnes Lamé’s elastisitetsparametrer og disse brukes
mye i litteraturen innen seismologi og seismisk prospektering.

Relasjonene (7.12) eller (7.13) mellom spenninger og tgyninger gjelder for
isotrope og linezert elastiske stoffer. De representerer den generaliserte Hookes
lov i tre-dimensjoner og denne loven viser seg a veere gyldig med god tilnzermelse
sa lenge forskyvningene er tilstrekkelig sma. Loven har et stort anvendelsesomrade
og den danner blant annet grunnlaget for spenningsberegninger av konstruk-
sjoner og for beregninger av bglgeforplantning i mange geologiske materialer.

En vesentlig forutsetning for a komme fram til (7.12) eller (7.13) er betingelsen
om isotropi. I mange anvendelser kan man imidlertid fa med anisotrope stoff a
gjore. Dette kan f.eks. veere sedimentlag med utpreget lagstruktur, laminater
og forskjellige krystallinske stoffer. Dersom avviket fra isotropi er betydelig kan
man i slike tilfelle veere ngdt til & ta i bruk flere elastisitetskoeffisienter enn de
to som ma til for & beskrive et isotropt stoff. Se avsnitt 11.5.

7.4 Newtonske fluider

I Newtonske fluider er de viskgse spenningene linesere funksjoner av tgynings-
hastighetstensorens komponenter é,,,. Videre forutsettes det at de viskdgse
egenskaper i fluidet er retningsuavhengig. Siden vi tenker oss at transport
av bevegelsesmengde ved molekylenes bevegelser (Brownske bevegelser) er den
primeere arsak til de viskgse spenningene er det rimelig & forvente retnings-
uavhengighet for fluider med kuleformede molekyler med svakt utviklete krys-
tallstrukturer. I sa fall vil det i analogi med tilfellet for isotrope elastiske stoff
kreves 2 uavhengige koeffisienter i relasjonen mellom Pj; og €,. Tar vi ogsa
hensyn til at det i et fluid er et isotropt trykk, p, kan relasjonen skrives
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Pij = —pbij + KV - vdi; + 24 <éij - v:,)v@) (7.14)

Koeffisientene x og i er viskositetskoeffisientene henholdsvis for ren ekspansjon
og for deformasjon uten volumendringer. Enheten i Sl-systemet for x og u er
Pascal x sekund.

For et inkompressibel fluid er V- v=0 og (7.14) forenkler seg til

Pij = —p(sij + 2,uéij (7.15)

Inkompressible Newtonske fluider er altsa karakterisert ved kun en viskosi-
tetskoeffisient.

For skjeerstrom i z,y planet med hastighetsfelt v = {u(y),0,0} far vi fra
(7.15) Ppy = u% som viser at skjaerspenningen er proporsjonal med hastighets-
gradienten. Relasjonen (7.15) er derfor en tre-dimensjonal generalisering av
Newton’s friksjonslov. (Se avsnitt 10.1 i Me 102 kompendiet.) Slik sett har
(7.15) sitt opphav i en empirisk lov pa tilsvarende mate som Hooke’s lov for et
elastisk medium.

Vanlige fluider som vann, sjg og luft folger Newton’s friksjonslov med meget
god tilnsermelse. I moderne industri fremstilles og brukes imidlertid mange
vaesker som ikke fglger Newton’s friksjonslov. Plast-smelter, polymerer og
enkelte malinger er eksempel pa slike ikke-Newtonske vaesker.

Isaac Newton (1642-1727) ble fodt i Woolsthorpe, England og
studerte ved Trinity College, Cambridge. En av tidenes aller stgrste
naturvitenskapsmenn og matematiker. Allerede i ung alder be-
viste han binomialformelen og unnfanget ideen om en gjensidig
gravitasjonstiltrekning mellom jorden og manen. Samtidig med og
uavhengig av den tyske matematikeren Leibnitz oppdaget og ut-
formet Newton differensial og integralregningen, det vi na kaller
calculus. Newton er mest kjent for & ha formulert de tre grunnlovene
i mekanikk som idag gar under navnene Newtons fgrste, andre og
tredje lov. Ved & utnytte disse lovene, sammen med gravitasjon-
sloven som Hooke og Halley allerede hadde postulert, kom Newton
fram til et komplett sett av likninger for & beskrive planetbevegelser.
Newton bygget ogsa teleskoper og kom fram til partikkelteorien for
lys. Han utfgrte teoretiske studier og forsgk i hydrodynamikk, blant
annet studerte han dempning av pendel i veesker og strgm gjennom
trange apninger. Hedret allerede i samtiden som en stor vitenskaps-
mann, men beskjedent sa han: “Dersom jeg har sett lengere enn an-
dre var det fordi jeg sto pa skuldrene til giganter”. 11669 ble Newton
Lucasian professor of Mathematics ved Universitetet i Cambridge,
et prestisjetungt professorat som eksister den dag i dag.



Kapittel 8

Bevegelseslikningene pa
utviklet form

I kapittel 4 har vi tidligere utledet bevegelseslikningen i primitiv form (likning
4.1). Vi kan na fgre inn uttrykkene for spenningen i isotrope elastiske stoffer
og Newtonske fluider gitt henholdsvis ved likningene (7.12) og (7.14) og finne
et sett av komponentlikninger for forskyvningen eller hastigheten.

8.1 Bevegelseslikningen for isotropt linezer elastisk

stoff
Vi benytter relasjonen (7.13) og beregner stgrrelsen
OP;;
813j

som inngar i bevegelseslikningen. Vi far da

oP;; 0 0
—_— = 7()\V . U(Sij) + 7(2}162‘]‘)

an axj 8a:j
& [ Ou, 8ui>

0

0 0 [ Ou, 0u;
= A (V- u)+p <%>+u >

ém- 81‘1 a$j 8l'j axj
0 82ui

Vi har her forutsatt at A og u er konstanter uavhengig av romkoordinatene og
vi har benyttet at divergensen til vektoren w kan skrives Ou;/0z; ved indeksno-
tasjon. Forutsetter vi at forskyvningene er sma sa har vi tidligere vist i avsnitt
5 likning (5.5) at akselerasjonen er

62ui

ot?

51
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Bevegelseslikningen far folgelig formen:

O%u; A tp 0 % M O%u;
o2 p Om; \ Oxj p Ox;0x;

+ f (8.1)

hvor f! betegner volumkrefter (pr. masseenhet). Innfgrer vi de vanlige vek-
torsymbolene

Vi = gﬁ (gradient til skalaren 3)
T
Viu = Ou (Laplaciske til vektoren w={u;})
8xj8:cj ’

kan (8.1) skrives med vektorsymboler

H? A
u _ Mg

= (V-u)+ %v% +f (8.2)

Vektorlikningen (8.1) eller (8.2) gir tre skalarlikninger for bestemmelse av de
tre forskyvningskomponentene ;.

8.2 Bevegelseslikningen for Newtonske fluider

Ved strgmning i fluider vil forskyvningene ikke ngdvendigvis veere sma og ak-
selerasjon er gitt ved hastighetsfeltet etter den generelle formelen

(%Z- 81)1- D’Ui

—— 4 Vja— =

ot 8.1‘]' dt

a; =

Vi benytter na relasjonen (7.14) og beregner stgrrelsen

0F;;
8.7}j
som inngar i bevegelseslikningen. Dette gir
0P;; 0 0 0 V-wv
=Y = (—pbi; — (V- 0)6ii + 2u— [ €j; — —— 6
al‘] amj( p J)+I€a$j(v ’U) ]+ Iual‘] <6] 3 ])
B dp 2 0 0 [0v; Ovj
= Tan T, (Vv b (axj * 8@)
_ 8]) 1 0 821)1'
- 83:1 + (E + g)a$l (V ' U) + Mal‘jal‘]

Derved kan bevegelseslikningen for Newtonske fluider skrives

Du; 1op 1 uw, 0 o 0%v;
dt p Ox; + p(ﬁ + 3)8xi vt p 0x;0x;

+ ff (8.3)

og denne likningen kalles vanligvis Navier Stokes likning.
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For inkompressible fluider hvor V - v=0 forenkler likningen seg til

Dv; 1 dp % 0%,
dt  pdx; pOx;0x;

o (8.4)

Bruker man vanlige vektorsymboler kan (8.4) skrives

Do 1 J1—
— =—V -V Y 8.5
g SVt Vet f (8.5)
Vektorlikningen (8.5) gir tre skalarlikninger til bestemmelse av de tre hastig-
hetskomponentene v;.

Bevegelseslikningen for en inkompressibel viskgs veeske ble tidligere utledet
pa en mer intuitiv mate i kurset ME 102 (se Gjevik, 1994).

Louis Marie Henri Navier (1785-1836) kom fra Dijon i Segr-
Frankrike og var utdannet ingenigr. Arbeidet spesielt med bro-
konstruksjoner og konstruerte bl.a. en hengebru over Seine i Paris.
Underviste i mekanikk ved Ecole Polytechnique og Ecole des Ponts
et Chaussés samtidig som drev med praktisk ingenigrarbeid og skrev
avhandlinger innen mekanikk. Formulerte likningen for viskgs vaeske-
strom ved a ta hensyn til hypotetisk tiltrekningende frastgtende
kraft mellom molekylene og anta at denne kraften avhenger av
hastighetsforskjellen og avstanden mellom molekylene.

Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) kom fra Skreen, Irland,
fikk sin utdannelse ved Cambridge og ble veerende i England hvor
han bidro stort til landets ry innen teoretisk fysikk. Var innehaver
av Lucasian professoratet i Cambridge, Isak Newton’s gamle stil-
ling. I et arbeide fra 1845 utledet han Navier-Stokes likningen
pa liknende mate som det gjgres i dag og innfgrte den dynamiske
viskositetskoeffisienten. Skrev ogsa mange vitenskapelige arbeider
om bglgebevegelser i vaesker og en bestemt ikke-lineser bglgeform,
som har fatt navnet Stokes-bglge.

8.3 Grenseflatebetingelser og initialbetingelser

Dersom resultaten av de ytre volumkreftene f; er gitt kan vi i prinsipp tenke
oss a lgse vektorlikningene (8.2) eller (8.5) og finne forskyvningsfeltet eller
hastighetsfeltet henholdsvis for elastiske stoff og Newtonske fluider. Liknin-
gene er partsielle differensiallikninger og lgsningene vil inneholde ubestemte
konstanter eller funksjoner. Disse ma bestemmes pa vanlig mate ved grenseflate-
betingelser og initialbetingelser. Grenseflatebetingelsene angir betingelser som
méa legges pa spenninger, forskyvninger eller hastigheter ved mediets begren-
sninger i rommet. Initialbetingelsene angir startbetingelsene for deformasjonene
eller strgmmen ved et gitt tidspunkt f.eks. t=0.

Grenseflatebetingelser ma vanligvis benyttes ved overflaten i en vaeske, ved
skilleflater mellom ikke-blandbare veesker eller deformerbare stoffer og der hvor
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vaesker eller gasser grenser inn til faste eller deformerbare vegger. Slike flater
kan vi beskrive ved en funksjonssammenheng

z = n(xvyvt) (86)

hvor n angir avstanden til x,y planet fra ethvert punkt pa flaten. Enhetsvek-
toren normalt til flaten kan uttrykkes

1
L (50 (5]

z = 2(w,y,t)

Fig. 8.1:

Spenningen pa flaten er
P,=P-n

hvor P er spenningstensoren. Derved at normalspenningen og skjserspenningen
gitt ved henholdsvis

Pn=mn-P,=m-P-n

og
Pnt :TLXPn

Skjeerspenningens storrelse er
ng = "I’L X Pn’

Vi skal na se pa noen ofte foreckommende former for grenseflatebetingelsene

a) Fri overflate:

En fri overflate er for eksempel grenseflaten mellom vann og luft eller mellom
et elastisk stoff og luft. Pa grunn av den store forskjellen i tetthet vil beve-
gelser i vannet eller i det elastiske stoffet vil den energisvake bevegelsen som
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introduseres i luften ikke ha nevneverdig innflytelse pa bevegelsen i de tunge
mediene. Partikler i overflaten vil fglgelig fritt kunne bevege seg langs flaten
pavirket av lufttrykket. De dynamiske grenseflatebetingelsene ved en ideell fri
overflate kan derfor skrives

Py=0 (8.7)

og
Pon = —po (8.8)

hvor pg er trykket i luften som regnes a veere konstant upavirket av bevegelsen
i det tilgrensende mediet. I tillegg til de dynamiske grenseflatebetingelsene har
vi den kinematiske betingelsen som ved en fri overflate kan skrives

Dn
— = 8.9
il (8.9)

hvor w er hastighetskomponenten i z-retning. Denne betingelse ble utledet i
ME 102-boken (se Gjevik 1993).

b) Faste vegger:
Ved faste vegger har man vanligvis ikke noen dynamiske betingelser og spennin-
gen ved veggen kan fgrst bestemmes nar den matematiske Igsningen er funnet.
Imidlertid vil man ha kinematiske betingelser. Maliger viser at ved vanlig trykk
og temperatur sa vil en vaeske eller gass som strgmmer langs en fast vegg hefte
til veggen slik at hastigheten

v=20 (8.10)

ved veggen. For elastiske stoff som er spent fast vil en matte ha at forskyvningen
u=0 (8.11)

ved fastspenningsflaten. Siden de fleste stoff er mer eller mindre deformerbare
er det vanskelig a fa en ideell fastspenning og (8.11) vil ofte bare vere av
tilnsermet gyldighet.

c) Skilleflate mellom to medier
I skilleflaten tenker vi oss & merke en rett sylinder med grunnflate Ao, og hgyde
Ah slik som antydet pa figur 8.2.

Toppflaten av sylinderen ligger i mediet I og bunnflaten i mediet II. Spen-
ningen pa topp- og bunnflaten er henholdsvis

Pl =n.pPr (8.12)

og
P/l =—n P (8.13)

hvor Pz og Przz er de respektive spenningstensorene i mediene. Siden hgyden
i sylinderen er meget liten kan vi se bort fra spenningene pa sideflaten og den
totale spenningskraften skyldes bidraget fra endeflatene som kan skrives

(P}, + PI!) Ao,
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Medium II

Akselerasjonen som sylinderen far er

(P +PiT) Ay,
pAc, Ah

hvor p er den midlere tetthet. Skal akselerasjonen holde seg endelig nar Ah—0
ma vi ha at

P+ P} =0
Dersom vi i denne likningen setter inn uttrykkene (8.12) og (8.13) far vi
n-Pr=n-Prg (8.14)

Dette viser at spenningen er kontinuerlig ved skilleflaten. Den relasjonen beteg-
ner den dynamiske grenseflatebetingelsen ved en skilleflate mellom to medier.
Vanligvis vil vi ha fullstendig heft mellom de to mediene slik at det ikke
er relativ bevegelse mellom partiklene pa hver side av skilleflaten. Dette kan
uttrykkes ved at hastigheten
Vr =0g7r (8.15)

dersom mediene er veesker eller gasser, og ved at forskyvningen
ur =ujyg (8.16)

dersom mediene er elastiske stoffer. Likningene (8.15) og (8.16) er forskjellige
former av den kinematiske grenseflatebetingelsen.



Kapittel 9

Eksplisitte lgsninger av
bevegelseslikningene /like-
vektslikningene for elastiske
stoff

9.1 Spenningsfordelingen i tyngdefeltet
I avsnitt (4.2) studerte vi spenningsfordeling i et elastisk lag i tyngdefeltet og
vi bestemte den vertikale spenningskomponenten

P,, = —po + pgz (91)

hvor pg er lufttrykket over mediet og p er tettheten, g er tyngdens akselerasjon
og z er den vertikale koordinaten som regnes negativ nedover i dypet.

Fig. 9.1:

Vi skal na ogsa bestemme de gvrige spenningskomponentene. Forskyvningene
i mediet pa grunn av sammenpressingen i tyngdefeltet er rettet i z-retning slik
at forskyvningsvektoren er

u={0,0,u.(2)}

o7
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Tgyningstensoren ¢;; har fglgelig komponenter

00 O
{ej}=40 0 0
0 0 9
0z
og divergensen til forskyvningsfeltet er
ou,
V-ou=
Y=,
Fra Hookes lov i formen (7.13) far vi derfor
ou,
og
Oou,
P,, = (A2 :
Ot 2 (99

mens de gvrige spenningskomponentene P, = P,, =P,,=0. Fra (9.2) og (9.3)
fglger at

A
Fer = H = 5505,

zZz

hvor P, er bestemt ved (9.1). Dette viser at normalspenningen i horisontalret-
ning er mindre enn normalspenningen i vertikalretning. Spenningsfordelingen
er altsa ikke isotrop slik som ved likevekt i vaesker. I geologiske materialer
granitt, kalkstein osv. er A~y og

Px:v:Pyy:%Pzz

For mange vil det virke unaturlig at det bare er forskyvninger i z-retning. Dette
bunner i at en uvilkarlig forestiller seg et elastisk lag av endelig utstrekning i
horisontalplanet. Néar laget presses sammen i hgyden vil den horisontale ut-
strekningen av laget gke noe. Laget som behandles her er imidlertid tvunget
til & beholde den horisontale utstrekningen. Det vil for eksempel veere en god
model for en del ytre lag av en homogen kulesymmetrisk klode som presses
sammen av gravitasjonen.

9.2 Aksial tgyning av sylindrisk stav

Vi belaster en sylindrisk stav som er fastspent i den ene enden med en kraft F
som gir opphav til en spenning pa endeflaten P = F'/q hvor g er tverrsnittsarealet
av staven. Tverrsnittsarealet vil som fglge av tgyning endre seg litt. Egentlig
burde vi derfor finne tverrkontraksjonen pa grunn av teyningen fgr vi kan
beregne spenningen pa endeflaten. Imidlertid er endringene i ¢ vanligvis sveert
sma og vi kan ved spenningsberegningen med god tilnsermelse sette ¢=¢gp som
er tverrsnittsarealet fgr staven ble belastet.
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x

Fig. 9.2:

Vi legger xz-aksen i stavens lengderetning med origo i fastspenningspunktet
S og de gvrige koordinataksene y og z er pa vanlig mate rettet normalt z-
aksen. Na venter vi utfra enkle likevektsbetraktninger for et element av staven
at spenningskomponenten
P, =P

Siden alle de gvrige spenningskomponentene
Pyy:Pzz:Pacy:Pacz:Pyzzo

pa sideflaten av staven ma vi forvente at disse komponentene ogsa er tilnaer-
met null inne i staven bortsett fra nser endene hvor spenningstilstanden kan
veere sveert komplisert. For en lang tynn stav kan vi derfor regne med en enkel
spenningstilstand som beskrevet her. Forskyvningen i staven kan vi skrive

u = {uq(2),uy(y), u=(2)}

hvor komponentene u,,u, og u, er funksjoner henholdsvis av z,y og z. Etter
hva vil tidligere har sett er det rimelig & forvente at forskyvningene er linesere
funksjoner og at det er ingen forskjell pa tgyningene i y- og z-retning. Fglgelig
kan vi skrive

uy(z) = ex
uy(y) = vy
uy(z) = ~z

hvor € og ~ er konstanter som henholdsvis er forlengelsen pr. lengdeenhet i
z-retning og tverrkontraksjonen pr. lengdeenhet. For dette forrykningsfeltet
har vi at divergensen

V-u=e+2y

Tgyningstensoren ¢;; har tre komponenter som er forskjellige fra null, nemlig:
€ry = €

€yy = €zz =7
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og de gvrige tre komponentene er lik null. Fra Hookes lov (7.12) far vi

Px:c = )‘(6—'—27) + 2M€

Py, = P..=Xe+27v)+2uy (9.4)
og

ny = Pyz =P,,=0

som forventet. Skal spenningskomponentene P, og P.. vare null ma

Ae—+2v)+2uy=0
Som gir
A
————— €
2N+ p)
Dette viser at ved strekning av staven (e >0) er det en minskning av tverrsnittet
og v<0. Faktoren

V= (9-5)

LA
2\ +p)

angir forholdet mellom tverrskontraksjonen og lengdetgyningen og kalles Pois-
sons forhold. Poissons forhold er alltid en positiv stgrrelse og det kan vises at
0<r<0.5. Ved a sette inn uttrykket (9.5) for v i (9.4) far vi

_ H(BA+2p)

Ppe = 6
in € (9.6)

Faktoren foran e i denne likningen er Youngs modul og vi har tidligere betegnet
denne med E. (9.6) viser at Youngs modul kan uttrykkes ved elastisitetskoeff-
isientene A,

po MBAT 2 (9.7)

A+
Fra likningene (9.5) og (9.7) kan en ogsa finne A og u uttrykket ved E og
v. Youngs modul og Poissons forhold kan felgelig erstatte Lamées konstan-
ter. I jordskorpa (lithosfezeren) er typiske verdier for elastisitetskoeffisientene

E = 100 Giga Pa, A\ =y = 40 Giga Pa, v = 0.25 og tetthet p = 3000 kg/m3.

Simeon Denis Poisson (1781-1840). Fransk matematiker med
bakgrunn i medisin. Hans hovedinteresse var mekanikk, elastisitets-
teori, varmeleere og lydforplantning.

9.3 Boglgeutbredelse i elastiske media:
Plane longitudinale- og transversalebglger

Ved hjelp av bevegelseslikningen (8.2) skal vi na vise at bglger kan forplante
seg gjennom elastiske media. Det viser seg & vaere to hovedtyper som hver har
sine karakteristiske egenskaper.
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Plane longitudinale bglger:

Forskyvningsfeltet for denne bglgetypen bestar av en serie fortetninger og fortyn-
ninger som forplanter seg gjennom mediet. Dersom forskyvningene er rettet
langs xz-aksen kan vi skrive forskyvningsvektoren

u = {uy(x,t),0,0} (9.8)

| | | | |

I I I I I

hVO r I I I I I
I I

— :U-T (L)i)—::msnl l{:(x—c —

(9.9)

Bglgen har_amplitude ug, bolgetall k& og den forplanter seg i z-retning med
fasehastighet ¢. Bolgelengden L og belgeperioden T er gitt ved relasjonene

o im0
T = Lje (9.10)

Et gyeblikksbilde av forskyvningsfeltet ved t=0 er skissert pa figur 25.

x
L L 3L 5L
i 3 T L T
Fig. 9.3:
Med forskyvningsfeltet (9.8) reduseres bevegelseslikningen (8.2) til
9? A+2p 8°
e AT MO (9.11)

o2 p  Ox?
hvor vi har sett bort fra eventuelle ytre krefter (f¥=0). Ved innsetning ser vi
at forskyvningsfeltet (9.9) er en lgsning av (9.11) dersom

c=cr =1/ (A+2u)/p (9.12)

Dette viser at longitudinale bglger forplanter seg med fasehastighet c;. Den
avhenger bare av elastisitetsparametrene og tettheten i mediet. Longitudinale
bglger er av tilsvarende natur som lydbglger i luft og vann (se ME 102 kom-
pendiet) og lydforplantning i elastiske stoff skjer ved longitudinal bglgene. Dif-
ferensiallikninger av typen (9.11) som altsa har lgsninger som beskriver bglger
blir betegnet bglgelikningen.
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Plane transversale bglger:

Forskyvningsfeltet for denne bglgetypen er karakterisert ved at forrykningene
er rettet vinkelrett pa forplantningsretningen. La vi bglgene forplante seg i
z-retning mens forskyvningene er rettet i y-retning kan vi skrive forskyvnings-
vektoren

u = {0, uy(x,t),0} (9.13)

hvor
uy = ug sin k(x—ct) (9.14)

Bglgens amplitude, bglgetal, bglgelengde, fasehastighet og bglgeperiode definert
pa tilsvarende mate som for longitudinale bglger (cf. 9.10). Et gyeblikksbilde av
forskyvningsfeltet (9.13) ved t=0 er skissert pa figur 9.4. Settes forskyvningen
(9.13) inn i bgvegelsestikmngen (8.2) reduseres denne til

[ D20, p 0%u,

a:% =L 4 (9.15)

nar vi ser bort fra ytre krefter.
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Fig. 9.4:

Skal (9.14) veere en lgsning av bglgelikningen (9.15) ma

c=cr=\/p/p

Vi ser umiddelbart at c¢f, > cp. Transversalbglgene vil derfor alltid forplante seg
langsomere enn longitudinalbglgene.

Forskjellen i forplantningshastighet mellom longitudinalbglgen og transver-
salbglgen kan brukes til & estimere avstanden til et jordskjelvsenter. La oss anta
at  begge bglgemodene fglger omtrent samme bane og at
banens lengde er D som altsd angir avstanden. Gangtiden for longitudinal-
belgen er T og for transversalbglgen T+ AT hvor AT er den observerte tids-
forsinkelsen mellom de to bglgemodene. Vi har da at

T:Q, T+AT:2
Cr, cr
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ved & eliminere T fra disse to likningene far vi

D=L AT
Cr, —Cr

Denne likningen viser at avstanden D kan beregnes dersom tidsforsinkelsen AT
og bglgehastighetene ¢y, og cr er kjent.

Ikke-plane bglger:

Vi har i det foregaende strengt talt bare pavist eksistensen av plane bglger, men
det kan forholdsvis lett vises at en kan ha bglger hvor forskyvningstilstanden
er mer komplisert. Dersom vi tar divergensen til vektorene pa begge sider av
likhetstegnet i likning (8.2) med f¥ = 0 faes

0 A+ p H 2

AR (V(V-w)+ JVV ) (9.16)
hvor vi som fgr har forutsatt at f,=0 og antatt at A, 1 og p er konstanter. Na
er

V- (V(V-w) = VAV )
og vi omskriver likningen (9.16)

0 2 2
Dette viser at divergensen til forskyvningsfeltet oppfyller bglgelikningen.

En enkel lgsning av (9.17) er

v.ouo dr=ab (9.18)
r
hvor f betegner en funksjon av r—cpt og r er avstanden fra et punkt P i
rommet. Lgsningen (9.18) representerer bglger med kuleform som brer seg ut
fra punktet P. Amplituden avtar proporsjonalt med avstanden fra P som er et
uttrykk for at energi i bplgebevegelsen spres over stadig stgrre kuleskall (sfeerisk
dempning).
Pa tilsvarende mate som vi utledet bglgelikning for divergensen til forskyv-
ningsfeltet kan vi vise at hvirvlingen til forskyvningsvektoren ogsa oppfyller en
belgelikning. Ved a ta hvirvlinger til vektorene i (8.2) far vi

s H o2
fordi V x (V(V -u)) =0. Dette viser at V X u oppfyller en tredimensjonal
bglgelikning hvor fasehastigheten er cp = %. Pa tilsvarende mate som for

longitudinale bglger kan transversale bglger bre seg ut i kuleform fra en kilde.
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Seismiske bglger:

Ved jordskjelv eller sjokk fra kraftige eksplosjoner vil det genereres elastiske
bglger i jorden som kan bre seg ut over store avstander. Disse bglgene blir beteg-
net seismiske bglger eller jordskjelvbglger. De komplekse geologiske lagdelin-
gene i jorden og jordoverflaten vil fgre til at de seismiske bglgene far en komplis-
ert forplantningsbane og tildels andre egenskaper enn de enkle plane bglgefor-
mene som vi har beskrevet her. Det viser seg imidlertid at en nesten alltid kan
finne igjen bglgekomponentene som tilsvarer plane longitudinale og transversale
bglger i registreringer fra stasjoner som ligger langt borte fra jordskjelvet.

.
|

| /MWJ,%M,\‘J,%B,er)rwar‘w;w,wfﬂ.wwwwlﬂ f ' lM:MJ‘Wﬁ“wm’“*’”?JWMWIW'L’JM’W
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1

Forste signal registrert 00.15.32 GMT

T T T
00.20.00 00.40.00 01.00.00 GMT

Fig. 9.5: San Fransisco jordskjelv, 18 oktober 1989, magnitude 6.9. Malingene er
foretatt ved NORSAR, Observatorium ved Karasjok, Finnmark. Longitudinalbglgene,
ofte kalt primaerbglger, er merket med P. Transversalbglgene, ofte kalt sekundaerbglger,
er merket med S. De kraftige svingningene, merket R, er overflatebglger som har
forplantet seg langs jordoverflaten.

Siden longitudinalbglgen vil ankomme fgrst har den fatt navnet primserbglgen
og transversalbglgen som ankommer senere blir kalt sekundaerbglgen. I fjell er
ofte A=y og cr/er =+/3. Middelverdier for fasehastigheten for primaerbglgen
og sekundarbglgen i jordskorpa er henholdsvis omkring 6.4 km/s og 3.7 km/s
som fglger av verdiene for elastisitetskoeffisientene gitt i avsnitt 9.2. 1 sedi-
menter er de tilsvarende hastigheten omkring 2.0 km/s og 1.0 km/s. Kunstige
genererte primeerbglger (ved trykkluft i vann, eksplosiver i fjell) vil reflekteres
fra strukturer i berggrunn og brukes til a kartlegge jordskorpen og ved leting
etter olje og mineraler.

9.4 Refleksjon av elastiske bglger

Bglger som forplanter seg inn i et omrade hvor de elastiske parametrene eller
tettheten endrer seg raskt vil kunne avbgyes og reflektere. Slike omrader eller
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soner finnes for eksempel i det indre av jorden i ca 10-40 km dyp ved over-
gangen mellom jordskorpen og mantelen, og i ca 3000 km dyp ved overgangen
mellom mantel og jordkjernen. Overgangssoner med svakere refleksjonsegen-
skaper finnes ogsa mellom de forskjellige lag i sedimentbassenger spesielt ved
skilleflatene mot olje- eller gass-forende lag. Kraftige refleksjoner vil ogsa finne
sted ved jordoverflaten eller ved havbunnen.

Ved a studere refleksjon og avbgyning av seismiske bglger kan man derfor
bestemme sammensetningen av jordens dype indre eller pavise olje- eller gass-
fgrende lag i sedimenter. Refleksjon av seismiske bglger spiller derfor en viktig
rolle og en matematisk behandling av refleksjon av elastiske bglger vil finnes i
enhver laerebok i teoretisk seismologi.

I det generelle tilfellet vil refleksjon av elastiske bglger veere et ganske kom-
plisert fenomen. En longitudinalbglge (P-bglge) som for eksempel kommer inn
mot et reflekterende lag, vil i alminnelighet fore bade til en reflektert longitudi-
nalbglge og transversalbglge (S-bglge). Pa den andre siden av laget vil dessuten
en longitudinalbglge og transversalbglge genereres og forplante seg bort fra det
reflekterende laget. De sistnevnte bglgene betegnes ofte transmitterte bglger.

P, ref

Strans

S ref

Ptrans

Bnn

Fig. 9.6: Figuren viser hvordan en inkommende longitudinalbglge (Pi,) forer til en
reflektert longitudinalbglge (P,), en reflektert transversalbglge (Syef), en transmittert
longitudinalbglge (Pians), 0g en transmittert transversalbglge (Strans)-

9.4.1 Refleksjon av P-bglge ved skilleflate mellom to elastiske
media

Her skal ngye oss med a behandle det tilfellet at plane longitudinalbglger kom-
mer normalt inn mot en plan skilleflate mellom to homogene elastiske lag. Tet-
theten og de elastiske parametrene i de to lagene er henholdsvis p1, A1, p1 og
P2, A2, f2.

Bolgefeltet bestar av en innkommende bglge (I), en reflektert bolge (R) og



66 Kapittel 9. Eksplisitte..

I
o T
— =
X
R
-
P1,AL, P2,A2, 142

=0

Fig. 9.7: Refleksjon og transmisjon av plane longitudinalbglger ved skilleflaten mellom
to elastiske media.

en bplge som transmitteres inn i det andre laget (7). De tilhgrende forskyv-
ningsfeltene som bare bestar av forskyvninger i z-retning kan henholdsvis skrives

uy = Isinky(z — cp1t) (9.19)
ur = Rsinki(z + cr1t) (9.20)
ur = T'sinka(x — crat) (9.21)

hvor cr1 og cr2 er henholdsvis longitudinalbglgens hastighet i de to lagene, k1 og
ko er de tilhgrende bglgetallene og I, R, T er amplitudene. Stgrrelsene kicpi; =
w1 og kacro = wy er bglgenes vinkelhastighet. De tilhgrende bglgeperiodene er:

27 27

T, = I =
wq wo

(9.22)

Den totale forskyvningen i lag 1 er summen av forskyvningen for den inn-
kommende og den reflekterte bglgen

ui(x,t) = ur +ug (9.23)
I lag 2 bestar den totale forskyvningen bare av det transmitterte bglgefeltet
ug(z,t) = up
De tilhgrende spenningene i det fgrste laget er

8’U,1 2 8U1

Pz = (M + 2H1)% =Py

med tilsvarende uttrykk for spenningen i det andre laget. Ved skilleflaten mel-
lom lagene som vi antar ligger ved x = 0 krever grenseflatebetingelsene at
forskyvningene, u, og spenningen, P,, er kontinuerlige

ui(x =0,t) = uz(x = 0,1) (9.24)

8u1 8u2

2 2

p — = —_— 9.25
1L T 2012 oz ( )



Refleksjon av elastiske.. 67

Ved a sette uttrykkene for forskyvningfeltene inn i grenseflatebetingelsene (9.24—
9.25) far vi folgende likninger

—Isin(kicrit) + Rsin(kicrit) = =T sin(kacpat)

plcilkll cos(krerit) + plcilklR cos(kicrat) = plc%ngT cos(kacrat)

Skal disse betingelsen veere oppfylt for alle tider ma uttrykkene som inneholder
tiden, t, kunne forkortes. Dette krever at

kchl = ]{ZQCLQ (926)

som uttrykker at bglgene har sammme frekvens eller periode, men at den
transmitterte bglgen har bglgelengden forskjellig fra den innkommende og re-
flekterte bglge. Nar na de trigonometriske uttrykkene kan forkortes forenkles
betingelsene seg til

I-R=T

picrid + piepi R = pacroT

Derved kan amplituden for den reflekterte og den transmitterte bglgen beregnes

_ P2CL2 — picia

I (9.27)
p2cr2 + picra

2p1cr

= (9.28)
p2cr2 + picri

Dette viser at amplituden av den reflekterte og den transmitterte bglge er
bestemt av den akustiske impedansen, det vil si produktet av tetthet og bglge-
hastighet i de to lagene. Dersom de to lagene har samme akustisk impedanse,
pacre = picri, sa er R =0 o0g T = I. Den innkommende bglgen vil altsa ga
uhindret gjennom. Dersom den akustiske impedanse pacro > picpy vil R =1
og T = 0. I dette tilfellet vil den innkommende bglgen bli totalreflektert ved
skilleflaten. Forholdet mellom amplituden til reflektert og innkommende bglge

R pacr2 — prcia

T = =
I pacra+ picra

(9.29)
kalles refleksjonskoeffisienten. Denne stgrrelsen spiller en viktig rolle i oljeleting
hvor longitudinalbglger generert med lydkanoner brukes til & pavise olje eller
gass, pa grunnlag av malinger av refleksjonskoeffisienten.

9.4.2 Refleksjon ved fri overflate

Ved en fri overflate vil den innkommende bglge reflektere fullstendig og ingen
bglge vil transmitteres. Dette tilfellet trenger spesiell behandling. Vi tenker oss
at mediet til venstre i figur 1 er begrenset av en plan fri overflate ved x = 0 og
at den innkommende longitudinalbglgen kommer inn normalt mot flaten som
i forrige avsnitt. Uttrykkene for forskyvningsfeltene for den innkommende og
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reflekterte bglge kan skrives henholdsvis som i likning (9.19) og (9.20). Grense-
flatebetingelsene ved & = 0 blir i dette tilfellet at spenningen P,, forsvinner.
Dette kan med henvisning til forrige avsnitt skrives

6u1

— =0 9.30
o (9.30)
Settes det totale forskyvningsfeltet for innkommende og reflektert bglge inn i
grenseflatebetingelsen (9.30) faes

I+R=0

Dette viser at amplituden for den reflekterte bglge er lik den innkommende, men
med motsatt fortegn. Det betyr at for eksempel en innkommende trykkpuls vil
reflekteres som en strekkpuls.

9.4.3 Refleksjon ved fast flate

En kan ogsa tenke seg den muligheten at et elastisk lag grenser inn mot et neert
udeformerbart medium slik at forskyvningene er naer null pa skilleflaten.

La oss anta det elastiske mediet til venstre i figur 9.7 er festet til et idealis-
ert udeformerbart medium langs skilleflaten ved = = 0 og at den innkommende
longitudinalbglgen kommer inn normalt mot flaten. Ogsa i dette tilfellet vil
den innkommende bglge reflektere fullstendig og ingen bglge transmitteres. Ut-
trykkene for forskyvningsfeltene for den innkommende og reflekterte bglge blir
som i forrige avsnitt. Grenseflatebetingelsene ved x = 0 blir i dette tilfellet at
forskyvningen u = 0. Settes det totale forskyvningsfeltet for innkommende og
reflektert bglge inn i grenseflatebetingelsen faes

I-R=0

som viser at amplituden for den reflekterte bglge er lik den innkommende og
med samme fortegn. Det betyr at for eksempel en innkommende trykkpuls vil
reflekteres som en trykkpuls. Vi legger merke til at samme resultat fremkommer
fra likningene (9.27-9.28) dersom den akustiske impedansen pacro — o0.

9.5 Longitudinalbglger i en elastisk stav

I en elastisk stav som utsettes for forskyvninger i lengderetningen, for eksempel
ved et slag i enden, vil trykkpulsen fra slaget forplante seg som en bglge gjennom
staven. Vi tenker oss en lang rett uniform elastisk stav med sirkuleert tversnitt
hvor x-aksen er rettet langs stavens senterakse. Forskyvningen i lengderetnin-
gen u = u(x,t) er en funksjon av x og tiden ¢, og den tilhgrende spenning i
stavens lengderetning, o, er gitt ved den én-dimensjonale Hookes lov.

:Ei .1
o e (9.31)
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Fig. 9.8: Elastisk stav

hvor Youngs modul, E, er konstant langs staven. Bevegelseslikningen for et
element av staven med lengde Az kan skrives

pAAza = [o(z + Az) — o(x)]A = gUA:z:A (9.32)
x
0%y

hvor p er tettheten av staven og a = 4 er akselerasjonen. Ved innsetting for
spenningen fra likning (9.31) faes bglgelikningen

O _ oot

hvor bglgehastigheten ¢ = %.
Ved innsetting ser vi at bglgelikningen har lgsning
u(z,t) = f(x — ct) (9.34)

hvor f(x — ct) er en vilkarlig deriverbar funksjon av variabelen z — ct. Dette
viser at forskyvning som starter for eksempel i den ene enden av staven vil
forplante seg med hastighet ¢ i stavens lengderetning. Nar bglgen nar den andre
enden av staven vil den reflekteres og maten dette skjer pa vil veere avhengig
av om stavens ende er fri eller fastspent (knfr. avsnitt 1.2 og 1.3). Suksessive
refleksjoner i endene kan skape staende svingninger.

9.5.1 Staende svingninger i stav

Grenseflatebetingelsene for en stav med frie ender er at spenningen, o, er null
i endene, som kan skrives

0
a%:o for 2=0o0g z=1 (9.35)
hvor L er lengden av staven. Vi sgker en periodisk lgsning av bglgelikningen
(9.33) ved a anta separasjon av variablene = og ¢

u(z,t) = u(x) cos wt (9.36)

der w er vinkelhastigheten i svingningen. Den tilhgrende perioden er gitt ved
T= %’r Ved innsetting i bglgelikningen (9.33) far vi en likning til & bestemme
funksjonen (x)

—— = —k*u
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hvor bglgetallet £ = <. Den generelle lgsningen av denne likningen er

u(z) = Asinkx + B cos kx
hvor A og B er integrasjonskonstanter. Skal randbetingelsene (9.35) vaere opp-
fylt ma:
A=0 kL =nm
hvor heltallet n = 1, 2.... Avhengig av valget av n far man forskjellige svingetil-

stander eller svingemoder med bglgetall

kn == f
og tilhgrende vinkelhastighet w,, og svingeperiode

_27T 2T _2L

wn  cknp ne

T,
Forskyvningsfeltet er gitt ved
u(x,t) = Bcos kpx coswpt

Forskyvningene, for tidspunkt ¢ = 0, for de to svingemodene n = 1 og n = 2,
grunnsvingningen og fgrste overtone, er skissert i figur 9.9.

n =1 Grunnsvingning: u = B cos(7*)

n =2 Overtone: u = B cos(#1%)

\\—>—> \\4-—4—-—— \\<—<-— \-—»—»

R e B B S e + - - - T
,’—»—» ,l‘ < ,,<—<— ,‘-—-»—b

_ _ L _ L _ 3L _

T = x =7 T =3 x =5 r=1L

Fig. 9.9: Grunnsvingning og overtone i elastisk stav
Ved hjelp av kjente trigonometriske formler kan vi skrive

cos kyz coswpt = 1[cos(knx — wyt) + cos(kpz + wpt)]
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Siden wy, = kyct kan hgyresiden i uttrykket omskrives slik at
cos kyz cos wpt = L[cos kn(z — ct) + cos(kn(z + ct)]

som viser at de stdende svingningene i staven er sammensatt av bglger som
forplanter seg i begge retninger langs staven og reflekteres ved endene.

9.6 Vridning (torsjon) av sirkulser sylindrisk stav

Vi betrakter en stav med tverrsnittsradius a og lengde L og legger x-aksen i
stavens lengdeakse. Staven er fastspent i den ene enden, x =0, og den utsettes
for et vridningsmoment i den andre enden, x=L.

Fig. 9.10:

For sma vridningsvinkler forventer vi at forskyvningene er orientert i plan
normalt lengdeaksen og at det er ingen forskyvninger i z-retningen. Punkter
i staven som ligger i et vilkarlig tverrsnittsplan i avstand z fra den fastspente
enden vil vries en vinkel § rundt lengdeaksen. Ved smé deformasjoner kan vi
sette

0 =qx

hvor ¢ er en konstant som settes g=6p/L. Dette innebaerer at vridningsvinkelen
gker linegert fra null i den fastspente enden til 6 i den andre enden. Forskyvnin-
gen i et punkt P i avstand r fra lengdeaksen A (se figur 9.10) er

u = rbi,
hvor %, er enhetsvektoren rettet normalt AP og ¢ betegner vinkelen mellom
retningen AP og y-aksen. Na er ¢, = — sin ¢j-+cos @k hvor j og k er enhetsvek-

toren henholdsvis langs y- og z-aksen. Na er y = rcosy og z = rsinp slik at
forskyvningens y og z komponenter fglgelig blir

u = qr(—z3 + yk) (9.37)
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Fig. 9.11:

Vi ser at siden bade V- u=0 og V?u s er likevektslikningen oppfylt og (9.37)
er derfor en mulig vridningstilstand ved likevekt.
Spenningene i staven kan vi finne pa vanlig mate fra Hookes lov (7.13).
Dette gir
Px:v: yy:Pzz: yzzo (938)

og
Py = —ugz, P.. = uqy (9.39)

Grenseflatebetingelsene foruten at forskyvningen skal veere null ved x=0 er:

1. Spenningsfri sideflate

2. Resultantmomentet av spenningene pa endeflaten x =L ma vare lik det
ytre palagte momentet M.

Det forste betingelsen kan skrives
P, =0 (9.40)
hvor normalvektoren til sylinderflaten
2, = c0s pJ + sin pk
Nar vi regner ut produktet (9.40) og bruker (9.39) far vi at
Ppycosp+ Py, sing =0

Innsatt (9.39) viser at denne betingelsen er oppfylt.
Resultantmomentet av spenningene pa endeflaten x = L beregnes pa folgende
mate

M = // ri, X (P-4)dydz = pqi // (y*+22)dydz = g,uqa4i
r<a r<a
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Innfgrer vi den totale vridningsvinkelen g =¢L vil momentet kunne skrives

M=—u— 9.41

SH T4 (9-41)
Dersom M og 6y males vil skjeermodulen p kunne beregnes fra (9.41). Ved a
utfgre vridningsmalinger for prgvestaver av et stoff kan man saledes bestemme
1 eksperimentelt. Denne metoden er mye benyttet.

Eksempel

En stiv sirkuleer skive med radius R og masse m er festet i sentret til en tynn
sirkuleer elastisk stav som igjen er festet i den andre enden.

Systemet henger vertikalt slik som an-
tydet pa figuren. Staven har lengde L, ra-
dius a. Skiven vries en vinkel 6y og slippes.
Pagrunn av vridningsmomentet i staven vil
skiven dreie i en svingebevegelse (torsjon-
ssvingninger). Dersom vi antar at massen
av staven er liten i forhold til massen av
skiven kan vi neglisjere stavens treghet og
lett bestemme svingetiden for skiven. Vrid-
ningsmomentet pa skiven ved et vilkarlig

@ vinkeldreining 6 er:

T 0 4
Tl
Fig. 9.12: 2" L

Spinnsatsen for skiven m.h.p. tyngdepunktet

L

16 = ——
A

hvor I = %mR2 er treghetsmomentet for skiven. Innfgrer vi vinkelhastigheten

mpat
mLR?

0=

kan likningen skrives

0 =-0%

Dette er en svingelikning som har Igsning
0 = O cos Ot

og det viser at skiven utfgrer harmoniske svingninger (torsjonspendel) med
svingeperioden T = 27 /) og maksimalt vinkelutslag 6. Torsjonspendel har
veaert benyttet som regulator i mekaniske klokker.
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9.7 Bgyning av bjelker

Vi skal na se hvordan bgyningen av bjelker og staver kan beregnes nar belastnin-
gen er gitt. Kunnskap om dette emnet er av stor betydning for ingenigrer som
planlegger og dimensjonerer konstruksjoner. Slike beregninger kan gjores med
utgangspunkt direkte i de elastiske likevektslikningene (4.3) med spenningene
gitt ved Hooke’s lov (7.13).

Her vil vi for enkelhets skyld velge en tilnzermet betraktningsmate som bare
er gyldig ved sma bgyningsutslag for tynne bjelker hvor den karakteristiske
tversnittsdimensjonen er mye mindre enn lengden. Likningene som vi kommer
fram til for bjelkebgyning er imidlertid mye enklere enn de generelle likevekts-
likningene.

Vi tenker oss at bgyningen foregar i zz-planet, slik som antydet i figur 9.13
hvor forskyvningen av senterlinjen i bjelken, w(zx), er regnet fra x-aksen som er
senterlinjens posisjon nar staven er ubelastet. Senterlinjen i tverrsnittet er defin-
ert som flatesenteret eller tyngdepunktet i tversnittsarealet. For hvert segment

Senterlinje ;) 7

ly
¢ Krumningssenter

Fig. 9.13: Bgyning av stav

av staven kan vi na definere en krumningsradius R og fra matematikkpensumet
vet vi at krummningsradius til en kurve z = w(x) er gitt ved

1 d2w

dz2
- __ dz= 9.42
R 14 (de)2]3 04

Ved a velge minustegnet i uttrykket for krumningsradius har vi definert krumn-
ingsradius som positiv nar krumningssentret ligger under bjelken som i tilfellet
vist pa figur 9.13. Siden vi bare er interessert i sma bgyninger vil helningen av
senterlinjen %’ veere liten i forhold til 1, og krumningsradius vil veere tilnsermet
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gitt ved

1 d>w

T (9.43)
Ved bgyning slik som skissert pa figur (9.13) ma vi forvente at bjelken strekkes
langs ytterkanten og presses sammen langs innerkanten av bgyen. Langs en
flate som ligger i nzerheten av senterlinjen vil en forvente at bjelken hverken er
strukket eller presset sammen. Siden denne flaten er ubergrt av strekk og trykk
deformasjoner blir den kalt ngytralflaten i bjelken. Det kan vises at ved sma
bgyninger s& vil ngytralflaten ga gjennom bjelkens senterlinje.

Ved ren bgyning, det vil si at bjelken ikke samtidig strekkes eller kom-

primeres i lengderetningen, vil et element av bjelken med lengde | deformeres
slik som vist i figur 9.14.

~— [+ Al —

Ngytralflate

Fig. 9.14: Et element av bjelken i figur 9.13.

Fra figur 9.14 ser vi at vinkeldeformasjonen som tilsvarer krumningen av
bjelken er gitt ved

!
Ap = —
YT R

Over den ngytrale flaten vil materialet bli utsatt for en forlengelse, Al, som gker
med avstanden, z, fra ngytralflaten. Likeledes vil materialet under ngytralflaten
bli utsatt for en sammenpressing som ogsa gker med avstanden fra ngytralflaten.
Av figuren fglger

I+ Al=Ap(R+ 2)
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Tgyningen i xz-retning er

. I+ AI-T Ap(R+2) —ApR 2
ws T T AgR "R

Nar denne relasjonen settes opp er det en direkte konsekvens av antagelsen om
at en tverrsnittsflate som er plan og normal til senteraksen for bgyningen ogsa
vil vaere plan og normal til senteraksen etter at bjelken er bgyd. Dette gjelder
bare for sma bgyninger og antagelsen blir ofte referert til som Nawvier-Bernoulli’s
hypotese, etter den sveitsiske vitenskapsmannen Daniel Bernoulli (1700-1782)
og den franske ingenigr og leerer Louis Marie Henri Navier (1785-1826).

Antar vi na at Hooke’s lov kan brukes til a bestemme den tilsvarende spen-
ningen, P, i tverrsnittsflaten av elementet faes

Pyy = Begy = E= (9.44)
R
At spenningen i bjelkens lengderetning er en lineger funksjon av z slik som det
fremgar av formelen ovenfor, er en sentral antagelse i den tilnsermede bjelke-
teorien og er en fglge av Navier-Bernoulli’s hypotese.
Spenningskraften setter opp et moment med hensyn pa senterflatens skjeer-
ingslinje med tverrsnittsflaten som er parallell med y-aksen. Dette momentet

er gitt ved
M(x) = // 2Py pdydz
snittflate

Ved innsetting for spenningen P,, fra (9.44) faes

B
R

hvor I er flatetreghetsmomentet med hensyn pa y-aksen, som er definert ved

I:// 22dydz (9.46)
snittflate

Positiv verdi for momentet i (9.45) tilsvarer at bjelken bgyes nedover slik som
vist i figur 9.13. Vart valg av positiv krumningsradius i likning (9.42) er i
samsvar med dette.

Momentet av spenningen skyldes snittkreftene pa grunn av de ytre krefter
som virker pa bjelken. Betegner vi momentet av de ytre kreftene med M, (x)
sa ma vi altsa ved likevekt ha at spenningskreftenes moment i snittflaten er lik
de ytre kreftenes moment

M (x) (9.45)

M(xz) = My(x) (9.47)

Setter vi inn for M (z) fra likning (9.45) far vi en differensiallikning for nedbgy-

ningen av en bjelke
d*w M, (z)
= — 9.48
dz? EI (9-48)
Denne differensiallikningen kan lett lgses nar M, (z) er kjent og integrasjons-
konstantene bestemmes av grensebetingelsen ved endene av bjelken x = 0 og

x = L, hvor L er lengden av bjelken.
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Dersom bjelken er fast innspent i den ene enden (z = 0) og fri til & bevege
seg i den andre enden blir betingelsene

w:%:() for x=0 (9.49)

Dersom bjelken er opplagret i begge ender blir betingelsene
w=0 for z=00g =1L (9.50)

9.7.1 Beregning av utkraget bjelke

Vi skal na beregne nedbgyningen av en utkraget horisontal bjelke festet i en
vegg i den ene enden (x = 0), mens den andre enden er fritt bevegelig slik
som skissert i figur 9.15. Bjelken bgyes pa grunn av ytre krefter som er laster
og vekten av bjelken. I forste omgang skal vi tenke oss at last bare virker i
endepunktet x = L.

Fig. 9.15: Bjelke festet i en vegg i den ene enden. I den andre enden virker en punktlast
F.

Momentet av de ytre kreftene i et vilkarlig tverrsnitt blir derfor

L
M, (z) = Fy(L — ) + / pgA(E — z)di (9.51)
x
Forste leddet pa hgyre side i likningen representerer momentet av lasten F, og
andre leddet representerer momentet av vekten av delen av bjelken fra x til z =
L. Bjelkens tetthet er p, A er tversnittsarealet og ¢ er tyngdens akselerasjon.
Regner man ut integralet kan uttrykket for momentet skrives

My(z) = F,(L — z) + %(ﬂ — 2Lz + L?) (9.52)

Setter man na dette utrykket for momentet inn i bjelkelikningen (9.48) faes

d*w F, pgA , o 2
w __For N_PIA e o T 9.53
et d U Rty A z+L7) (9:53)
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Integrasjon av likningen gir

w(z) = Fo (3Lz%—z)

B pgA
6ET

~ SaB] (2 —4La34+6L%%) + Crz + Cy  (9.54)

hvor Cy og Cs er integrasjonskonstanter. Disse bestemmes ved grenseflate-
betingelsene ved z = 0 (likning 9.49) som gir C; = Cy = 0. Nedbgyningen i
bjelkens endepunkt blir folgelig

F,I3  G,L3
3EI  8EI

wr =w(x=1L)= (9.55)
hvor G, = pgAL er vekten av bjelken.

For en bjelke med rektangulsert tverrsnitt med sidekanter b og h henholdsvis
i y- og z-retning, er flatetreghetsmomentet I = % og tversnittsarealet A = bh.
Til sammenlikning for en stav med sirkuleer tverrsnitt og radius r er I = “77"4
og tversnittsarealet A = mre.

Det fremgar av uttrykket for wy, at for et gitt tverrsnittsareal vil nedbgy-
ningen bli minst mulig med en tverrsnittsform hvor flatetreghetsmomentet I
blir stgrst mulig. Dette er bakgrunnen for at bjelker som skal vaere stive lages

for eksempel med T- eller H-formet tverrsnitt.

9.7.2 Fritt opplagret bjelke

I det andre eksemplet skal vi beregne nedbgyningen av horisontal bjelke som
er fritt opplagret i endepunktene x = 0 og x = L slik som skissert i figur
(9.16). Bjelken bgyes pa grunn av ytre krefter ved lasten, F,, som her tenkes
plassert i midtpunktet av bjelken og vekten, G,, som er jevnt fordelt. I op-
plagringspunktene vil det virke vertikale reaksjonskrefter, (R og Rg), som ved
likevekt vil veere like stor pa grunn av symmetrien om midtpunktet. Stgrrelsen
av reaksjonskreftene er

Ry =Ry = LHQ—GO

hvor G, er vekten av bjelken;

L
G, = / pgAxdx = pgAL (9.56)
0

La oss her bare se pa tilfellet at lasten F, = 0 og at bjelken bgyes bare pa
grunn av vekten. Momentet i et tverrsnitt ved x pa grunn av reaksjonskraften
iz = L og tyngden av den delen av bjelken som ligger mellom snittflaten og
endepunktet x = L blir

L
My(z) = —%(L —x) —i—/m pgA(Z — z)d

Beregnes integralet kan vi skrive
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Fy
R1 R2
M, dz
—————— 3——-————————-—>x
pgAdz
T
z=0 z=1L

Fig. 9.16: Fritt opplagret bjelke med punktlast

Setter man na disse utrykkene inn i bjelkelikningen (9.48) faes etter integrasjon

Go
24F1L

w(zr) = (z* — 2La3) + Crx + Cy (9.57)

hvor C og Cs er integrasjonskonstanter. Disse bestemmes med randbetingel-

sene w = 0 for x = 0 og « = L, og resultatet blir:

— Go
24FETL

w(z) = (z* —2La® + L3x) (9.58)

Den stgrste nedbgyningen far vi i midtpunktet av bjelken

L 5G,L3
" 384ET

9.8 (vingsoppgaver

1. Lagdeling og elastiske parametre er som i avsnitt 9.4. En innkommende
transversalbglge med forskyvningsfelt

vy = I'sinky(x — epqt)

i y-retning har amplitude I, bglgetall k1, og bglgehastighet c¢p. Bestem
amplituden for den reflekterte og den transmitterte bglgen og refleksjon-
skoeflisienten.

2. Finn perioden for longitudinale staende svingninger i en rett elastisk stav
hvor bglgehastighet er ¢ nar:

a) Staven er festet i den ene enden og fri i den andre.

b) Staven er festet i begge endene.
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3. a) Vis at i et homogent linesert elastisk medium sa vil divergensen til
forskyvningsvektoren, u, oppfylle bglgelikningen

(5:2—02V2>V-u:0

hvor ¢2 = (A+2u)/p, A og p er Lamée elastisitetskoeffisienter og p er
tettheten. ¢ betegner tiden.

Vi skal studere radielle (kulesymmetriske) svingninger av en homogen
elastisk kule med radius R og spenningsfri overflate. Forskyvningen som
vi betegner u, er rettet radielt og vi antar at u, er en periodisk funksjon
av t og skriver

up(r,t) = (1) coswt

hvor 4, (r) er en funksjon av r. Divergensen til forskyvningsfeltet kan vi
skrive

V.-u= H(r)coswt
hvor H(r) = & L(r?a,).

b) Vis at funksjonen H(r) oppfyller likningen

d?H 2 dH

hvor k=w/c. Vis ogsa at denne liknikngen har lgsning

sin kr

H=A
kr

hvor A er en integrasjonskonstant. Ved kulesymmetri er Laplaceop-

eratoren gitt ved V2= 4 (r24)

c¢) Finn forskyvningen w,(r,t).

d) Den radielle spenningskomponenten har formen

orr = AV - u + 2,uaauT

T

og skjaerspenningskomponentene o,., og 0.9 er i dette tilfellet med
kulesymmetri identisk lik null. Sett opp grenseflatebetingelsen ved
kulens overflate r= R og vis at dette leder til betingelsen

kR

tankR = ———
1 — 224 (kR)?
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e)

Med A = p som gjelder for mange geologiske materialer har denne
likningen en lgsning

kR ~ 2.56

(kreves ikke bevist). Finn svingeperioden T' = 27 /w for en elastisk
kule med radius R=6400 km og ¢c=10 km/s. Tilsvarende svingninger
av jordkloden med nzer den samme periode er pavist ved malinger!

(Eksamen ME 105, 1984)

4. To homogene isotrope ideelt elastiske media grenser inn til hverandre
langs en plan skilleflate (z =0) og det er fullstendig heft mellom de to
delene. Mediet til venstre har tetthet p; og longitudinalbglgens hastighet
er gitt ved c;. De tilsvarende stgrrelser for mediet til hgyre er ps og co.
Lamées elastistitetskoeffisienter betegnes henholdsvis A1, 11 0g Ao, o for
de to mediene.

Vi skal betrakte en plan longitudialbglge I som brer seg gjennom mediet 1
mot skilleflaten og senere, i spgrsmalene nedenfor, skal det vises at denne
bolgen deler seg i en reflektert belge R og en transmittert bglge T som
fortsetter inn i mediet 2. Det er ingen ytre krefter.

a)

Vis at de én-dimensjonale forskyvningsfeltene

ur = I'sin(kjz—wt) <0
ugp = Rsin(—kiz—wt) x<0
up = Tsin(kex—wt) x>0

hvor I, R og T er konstanter, er lgsninger av bevegelseslikninge, og
bestem bglgetallene ki og ko nar vinkelhastigheten w er gitt. vis at
lgsningene representerer henholdsvis en innkommende, en reflektert
og en transmittert bglge.

Formuler grenseflatebetingelsene ved skilleflaten © = 0 og bestem
konstantene R og 71" dersom [ er gitt.

Hva er betingelsen for at en plan longitudinalbglge gar gjennom
skilleflaten uten & bli pavirket av endringene i tetthet og elastisitet-
segenskaper?

Utled energilikningene for en plan longitudinalbglge som forplanter
seg i x-retning slik at forskyvningen er gitt ved u=wu(x,t) og vis at
den elastiske energien pr. masseenhet er

2
c® 10uN2
E=—(+—
2 (61‘)
c er longitudinalbglgens hastighet. (Eksamen ME 105, 1988)

5. Finn nedbgyningen av en bjelke som er fritt opplagret i endepunktene
(figur 9.16) med belastning F, i midtpunktet. Vi ser bort fra tyngdens
virkning.
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Hint: Det blir forskjellige uttrykk for momentet M, (x) avhengig av om x

er stgrre eller mindre enn %



Kapittel 10

Eksplisitte lgsninger av
bevegelseslikningen for viskgs
vaeske (Navier Stokes
likninger)

10.1 Plan Couette-strom

Eksperimenter med den enkel skjaerstrgmmen som settes opp i en inkompress-
ibel pressibel vaeske mellom to parallelle plater nar den ene platen trekkes
med jevn hastgighet danner grunnlaget for Newtons friksjonslov. Dette har
vi diskutert i kapittel 7. Imidlertid kan det veere av interesse a vise direkte

Fig. 10.1:

at Navier Stokes likning (8.5) har en lgsning som tilsvarer dette spesialtilfellet.
Det forutsettes at bevegelsen er stasjoneer, rettlinjet og foregar i z,z planet.
Den gvre platen trekkes med hastighet Uy i x-retning mens den nedre forut-
settes & veere i ro. Avstanden mellom platene er h og vi antar at det ikke er

83
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trykkgradienter i vaesken. Hastighetsfeltet
v = {u(2),0,0}

hvor u er hastighetskomponenten i z-retning. Fra bevegelseslikningen (8.5) far
vi, nar vi ser bort fra ytre krefter

82
O*u _
022
Ingegrasjon med hensyn pa z gir
u=Az+B (10.1)

hvor A og B er integrasjonskonstanter som méa bestemmes ved hjelp av grense-
flatebetingelsene. Disse betingelsene er

u=20 for z=0
og
u=Uy for z=h
Dette gir B=0 og A=Uy/h slik at hastighetsprofilet blir

u(z) = %z (10.2)
Dette strgmprofilet har fatt navnet plan Couette strom og det opptrer i vaeske-
eller gassfylte tynne spalter mellom plater som glir over hverandre slik vaeske-
fylte spalter vil man f.eks. h i mekaniske lager hvor olje eller luft brukes om
smgremiddel.
Grenseflatebetingelsen ved gvre plate kan ogsa formuleres pa en annen mate.
La oss anta at platen trekkes med en konstant trekk-kraften. Det betyr at
skjeerspenningen ved gvre plate P,, ma ha en konstant verdi som vi betegner
70. Dette kan skrives

du

settes lgsningen (10.1) inn i betingelsen (10.3) far vi at
A=m/p

Dette gir altsa tilsvarende profil som (10.2).

10.2 Trykkdrevet stasjonser strgm i rett sirkuleert
rgr. Hagen-Poiseuille strgm.

Det er enklest a beskrive strgm i et polarkoordinatsystem (r,x) hvor z-aksen
er lagt langs rgrets symmetriakse og er avstanden fra denne aksen.
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Fig. 10.2:

Rgrets radius er a. Strgmmen antaes a veere rettlinjert og drevet av en
konstant trykkgradient (trykkfall) i z-retning

Hastigheten u er rettet i z-retningen og er en funksjon av avstanden fra aksen
u=u(r)

Dersom vi ser bort fra ytre krefter gir x-komponenten av bevegelseslikningen
(8.5)

E—FHVQU:O
p P

Under forutsetning av at u bare er en funksjon av r sa har Laplace operatoren
i polarkoordinater fglgende form

Innsatt i likningen ovenfor gir dette

d/ d 16}

) ==

Ved integrasjon to ganger med hensyn pa r faes
1

1B
4 p

+Alnr+ B

Leddet Alnr blir singulaert (— 0o) nar r — 0 sa vi ma apenbart kreve A=0 for a
unnga urealistisk hastighet i sentret av rgret. Den andre integrasjonskonstant
bestemmes ved hjelp av grenseflatebetingelsen © = 0 ved rgrveggen r = a.
Dette gir en parabolsk hastighetsprofil

B, 9 2
;(a ) (10.4)

u =

il M

med maksimumshastighet
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i sentrum av rgret.
Volumstrgmmen (pr. tidsenhet) gjennom rgret er

7TCL2

Q= / w2mrdr = 7U0 (10.5)
0

Det parabolske strgmprofilet blir kalt Hagen-Poiseuille strgm etter tyskeren
Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen (1799-1884) og franskmannen Jean Léon Marie
Poiseuille (1799-1869) som omkring 1840 kom fram til formelen (10.4) hoved-
sakelig pa grunnlag av eksperimentelle undersgkelser.

Den parabolske strgmprofilet vil bare veere en mulig stasjonaer strgmningstilstand
nar strgmhastighet i midten av rgret ligger under en viss grense. For hgyere
strgmhastigheter er profilen instabil og turbulens vil
oppsta i vaesken. Stabilitetskravet kan best uttrykkes ved det dimensjonslgse
Reynoldstallet

_ Uid

14

Re

hvor d = 2a er rgrdiameteren. Undersgkelser viser at stromprofilen (10.4) er
stabil nar Re <2000.

10.3 Stasjonaer strem av vaeskefilm langs skraplan

Tyngdekraften kan drive en plan stasjonger strgm av et jevntykt veeskelag ne-
dover et skraplan. Vi beskriver strgmmen i et (z,z) koordinasystem hvor z-
aksen er rettet langs skraplanet slik som figur 10.3 viser.

Fig. 10.3:

Vaeskelagets tykkelse betegnes h og planets helningsvinkel med horisontalen
er 6. Vasken forutsettes & veere i plan rettlinjet strgm i z-retningen og strgm-
komponenten er kun funksjon av z. Hastighetsfeltet betegnes folgelig ved

v ={u(z),0,0}



Stasjonaer strom.. 87

Bevegelseslikningen (8.4) pa vektorform gir komponentlikningene:

82
o::%5§+wm9 (10.6)
1
0 = —pgp—gcosﬁ (10.7)
z

henholdsvis i z- og z-retning. Ved integrasjon av likningen (10.6) far vi

1
u:—f@sinﬁzQ—i—Az—i—B
2 p

hvor A og B er integrasjonskonstanter som méa bestemmes ved hjelp av grense-
flatebetingelsene. Ved skraplanet ma vi ha full heft av vaesken slik at

u=0 for 2=0

Vaeskens overflate forutsettes a veere fri slik at skjeerspenningen P,, kan settes
lik null. Dette medfgrer
ou

520 for z=h

Ved hjelp av disse grenseflatebetingelser kan A og B bestemmes og vi far

1
u=g P9 sin 0[2hz— 2% (10.8)

1
Dette viser at strgmprofilen er parabolsk med maksimalhastighet

_ pgh?

uy = o sin 0

ved overflaten.
Integrasjon av likning (10.7) gir folgende uttrykk for trykket i vaesken

p=—pgcoslz+C

Integrasjonskonstanten C' bestemmes ved grenseflatebetingelsen p=pg ved z=h
hvor pg er trykket over veesken. Dette gir trykkfordelingen

p = po + pgcosB(h—z)

En stasjoneer strom (10.8) vil bare kunne realiseres i eksperimenter hvor strgm-
hastigheten Uy er meget liten. Det betyr at enten ma h eller 6 veere sveert
sma eller sa& ma p veere stor. For stgrre strgmhastigheter vil bevegelsen bli
ustabil, bglger vil dannes pa veeskeoverflaten og tubulens vil oppsta i vaesken.
Det kan vises at for at (10.8) skal veere en mulig stabil strgmtilstand sa ma det
dimensjonslgse Reynoldstallet
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Re = Uih < §cotan0
v 4

Dette viser at for bratte skraplan § = 7/2. Sa vil stabil bevegelse bare veere
mulig dersom vaeskelaget er ekstremt tynt. Ustabile vaeskefilmer med bglger pa
overflaten kan man for eksempel se pa vinduer i regnveer. Tynne vaeskefilmer
dannes ofte i vertikale rgr hvor det pumpes gass som inneholder noe olje og
bevegelsen i oljefilmen spiller en stor rolle for skjeerspenningen mellom gassen
og rgrveggen.

10.4 Grensesjikt

Nar en viskgs veeske strommer forbi en vegg vil det naer veggen oppsta en
forholdsvis tynn sone hvor de viskgse spenningene dominerer og hvor strgmhastigheter
varierer sterkt over sma avstander. Denne sonen blir kalt grensesjikt, og strgmforholdene
i grensesjiktet spiller en vesentlig rolle for motstanden pa legeme som beveger
seg gjennom en vaeske eller en gass. Forholdene i grensesjiktet er ogsa avgjorende
for varmeovergang og massetransport (f.eks. av opplgselige stoffer) fra veggen
til veesken.

Vi skal her beregne tykkelsen av grensesjiktet ved en tynn plate som er
orientert langs strgmretningen.

Fig. 10.4:

Vaesken antaes & veere inkompressibel, vi forutsetter stasjonsere forhold og
strommen mot platen, den frie strgmmen, er uniform og strgmhastigheten er
ug. Vi venter at det utvikler seg et grensesjikt neer platen med en strgmprofil
som skissert pa figur 10.4. Tykkelsen av grensesjiktet § defineres vanligvis
som tykkelsen av den sonen hvor strgmhastigheten avviker mer enn 1% fra
hastigheten i den frie strgmmen. Eksperiment og erfaring tilsier at § =0 ved
platens forkant og at § gker nedover langs platen i strgmretningen. Strgmfor-
holdene i grensesjiktet er bestemt ved Navier-Stokes likning og x-komponenten
av denne likningen kan skrives
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u% w% = ; % +vV2u (10.9)
hvor vi har benyttet vanlig betegnelse og aksekorset er orientert slik som antydet
pa figuren

Vi antar at vi har a gjore med en meget lang plate i forhold til grensesjiktets
tykkelse. Av den grunn forventer vi at variasjonen i strgmhastigheten i z-
retningen altsa pa tvers av sjiktet er meget stgrre enn variasjonene i platens
retning. Dette kan uttrykkes ved

o
022

o
0z2

@
ox

@
0z

og‘

Likeledes venter vi at hastighetskomponenten i z-retningen er meget stgrre enn
hastighetskomponenten i z-retning

Juf > [wl

Siden den frie strgmmen er uniform sa er det i dette tilfellet ingen trykkgra-
dienter i vaesken utenfor grensesjiktet. Fordi grensesjiktet er tynt og trykket
ma veere kontinuerlig ved grensesjiktets ytterkant er det rimelig & forvente at
trykkgradienten % er neglisjerbar ogséa inne i grensesjiktet. Disse betrakt-
ninger gjelder imidlertid bare for grensesjiktet langs en plate. I grensesjiktet
langs en sylinder som star pa tvers i strommen vil det for eksempel opptre
trykkgradienter fordi det i dette tilfellet er trykkgradienter i den frie strgm som
akselererer vaeskepartiklene forbi sylinderen. (Jfr. potensialteorien for strgm
omkring sylinder ME 102.)

Pa bakgrunn av disse antagelsene kan (10.9) forenkles og vi far

ou ou 0%u

i grensesjiktet ved en plate. I tillegg til denne likningen har vi kontinuitetslik-
ningen

ou Ow

—+=—=0 10.11

Oz + 0z ( )
Vi legger merke til at selv om ]%| < |%| sa kan leddet u% ikke slgyfes i forhold

til w% fordi |u|>> |w].
Dersom vi vil finne hastighetsprofilet kan vi innfgre stremfunksjonen 1 slik
at u = ?;ﬁ og w = —g—z. Likningen (10.11) er da oppfylt og ved innsetning i

(10.10) faes en ikke-lineser differensiallikning for v

op oy Op Y
9: 9200 0z 92 Vo7 (10.12)

som kan lgses for eksempel med numeriske metoder. Den tilsvarende strgmpro-

filen u = % er fremstilt grafisk i figur 10.4, som ogsa viser sammenlikninger
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med malinger. Strgmprofilen har fatt navnet Blasius-profilet etter den tyske
forskeren og ingenigren H. Blasius (se figur 10.4).
Neaer platen vil bade u og w veere tilnsermet lik null. Det betyr at i dette
omradet er hgyresiden av likningen (10.10)
0%u

vaz =V

Denne likningen multipliseres med tettheten p og integrasjon gir

,ugz =19 (10.13)
hvor integrasjonskonstanten 7y er skjeerspenningen ved platen. 79 vil selvfgl-
gelig veere en funksjon av x. Integrerer vi siste likning og setter u=0 for z=0
far vi

=20, (10.14)

1
som viser at nzer platen er hastighetsprofilen en lineser funksjon av z. Dette
fremgar ogsa av figur 10.4.
Vi skal na utlede en relasjon som gjgr det mulig & estimere grensesjiktstykkelsen

med god tilnzermelse uten a kjenne den eksakte formen av hastighetprofilet. Ved
a bruke kontinuitetslikningen (10.11) kan (10.10) skrives

o
022

0

=)+ () = v

Denne likningen integreres med hensyn pa z over grensesjiktet

09 09 3 9%u
2
—(u®)d — = —d
/Oax(u) z+/0 aZ(uw) v 92 z
Siden u=0 for z=0 og u=wug samt 8—2:0 for z=4§ far vi
9 _ D
0 Ox 2=0 p

Ved a integrere kontinuitetslikningen (10.11) med hensyn pa z finner vi et
uttrykk for hastighetskomponenten i z-retning ved ytterkanten av grensesjiktet

(W2)dz + uguw]oeg = — 2

10.1
P (10.15)

% Ju
’U)|z:5 - - 0 %dz
Derved kan vi skrive (10.14) pa formen
09 T
2 _ —
/0 E {u ugu} dz = p (10.16)

Dette er relasjonen vi hadde til hensikt a utlede.
Vi antar na at hastighetsprofilen i grensesjiktet er tilnsermet gitt ved
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Fig. 10.5: Blasius profilet med eksperimentell verifikasjon.

U = ug sin <27:5Z) for 2<9 (10.17)

Ved innsetning i (10.16) finner vi

58 = LK (10.18)
ug

hvor K er en konstant som er lik 72 /(4—) og &’ betegner derivasjon med hensyn
pa z. Integrasjon av denne likningen gir grensesjiktstykkelsen som funksjon av
avstanden z fra platens forkant

§=V2K |22 (10.19)

Uuo

Med dette valget av hastighetsprofilen far vi v2K =4.795 som er i meget god
overensstemmelse med verdien v/ K =5 som finnes ved ngyaktigere metoder.
Det er viktig a veere klar over at den eksakte strgmprofil er av formen

w = upf' (\/E ’2) (10.20)
med tilhgrende strgmfunksjon

o= ()
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hvor f (\/I? %) er en funksjon av VK %. Innsetning i (10.12) gir

updd’
IE)K ff”"'fm -0

Velger vi 00’ = % i samsvar med (10.18), sa leder dette til at grensesjiktstykkelsen
er gitt ved (10.19) og at strgmprofilen kan bestemmes ved a lgse differensial-

likningen

ff// + f/l/ — 0

Den likningen blir 1gst numerisk i kurset om numeriske metoder i mekanikk og
det er egentlig f’ som funksjon av z som er fremstilt grafisk pa figur 10.4. En
hastighetsprofil av formen (10.20) blir kalt en similaritetsprofil fordi profilen har
samme form langs hele platen, bare skalaen avhenger av avstanden fra forkanten
av platen.

Pa grunn av den viskgse skjeerspenningen ved platen utsettes denne for en
kraft i strgmretningen. Kraften pr. lengdeenhet normalt stromretningen pa en

plate av lengde L er
L L
F:2/ T()dCL':QM/ <8u> dx
0 0 \9z/ =0

hvor 2-tallet foran integranden skriver seg fra at vi har tatt med virkningen fra
begge sider av platen. Bruker vi strgmprofilen (10.17) og formelen (10.19) for
grensesjiktstykkelsen far vi at

F = 1.31pugv/vuoL (10.21)

Ved mere ngyaktigere metoder vil man finne at konstanten i (10.21) er 1.328.
Betegner vi platens bredde med b og arealet med S =bL defineres motstands-
koeffisienten C'p som

Fb _1
Cp = 1—o= = 2.656 | —— = 2.656Re”?
ipuoS ugL

hvor Reynoldsttallet Re = #. Vi har her benyttet den ngyaktige verdien for
konstanten.

Eksempel

En 30 fots (~ 10 m) lang bat har en bunnflate (under vann) med areal 40 m2.
Baten gar med 20 knops fart (ug = 10 m/s). Vi skal finne et grovt estimat
for friksjonsmotstanden pa bunnflaten. vi regner bunnflaten som en plate og
benytter (10.21) med L =10 m og platebredde b=4 m. Vannets viskositet er
v=10"% m?/s og p=103 kg/m. Motstandskraften Fy; er

Fyp = 5Fb = 0.664bpugy/vugL = 266N
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Faktoren % kommer av at vi na regner motstanden pa den ene siden av platen.
Motoreffekten som skal til for a drive baten fremover

E = Fyjug = 2660 watt ~ 3.6 HK

Den tilsvarende motstandskoeffisienten er

Fb
3PUGS

1

Cp = 1-2.656Re™2 =1.328 - 1071

Det er klart at friksjonsmotstanden bare utgjer en del av den totalemotstanden.
I tillegg kommer motstand pa grunn av kjglvannstrgmmen og at baten danner
bglger hvor energien i bglgene taes fra motoreffekten. Likevel forklarer ikke
dette at vi far en urealistisk liten motstandskraft og et alt for lite effekt forbruk.
I disse overslagsberegningene har vi antatt at grensesjiktet er laminsert. For
sa store hastigheter som vi regner med vil denne antagelsen vise seg a bryte
sammen og overslagene ma korrigeres. Grensesjiktetstykkelse ved bakkant av
baten er

I
5. =522 =5.10"%m
up

som gir et Reynoldstall basert pa grensesjiktstykkelsen

Denne verdien av Reynoldstallet ligger over grensen for omslag til turbulens i
grensesjiktet. (Se ME 102-boken, s. 168.) For de hastigheter og platestgrrelser
vi her regner med vil turbulensen bevirke at verdien for Cp blir meget stgrre
og pa grunnlag av malinger kan en sette Cp = 2 - 1073, Dette leder til en
motstandskraft pa

Fy = CpipudS = 4000N
og en effekt
E = Fpug=40kW ~54HK

I tillegg kommer sa bglgemotstanden.






Kapittel 11

Energilikninger for vaesker og
elastiske stoff. Varmeledning.

11.1 Energilikningen for den mekaniske energien

Vi antar at den ytre kraft kan avledes av et potensiale V' som er uavhengig av
tiden og skriver

ry=-w=-{"1

Potensialet V' er altsd et mal for den potensielle energien pr. masseenhet.
Eksempelvis er V = gz for tyngdefeltet hvor z-aksen er rettet vertikalt.
Ved a multiplisere bevegelseslikningen pa primitiv form (4.1) (innsatt a =

DY) med v; far vi

0 ’U2 0 ’U2 1 aPij ov
i () 2, Ty, 11.1
8t<2>+vj<9xj<2) pv Ox; Ua:ci ( )

Vi innfgrer den individuelle derivasjonsoperatoren
D 0 n 0
R
dt ot 7 ox;

og siden V' er uavhengig av tiden kan vi skrive (11.1) pa formen

D 1 0P
—(T+V) = ~v; =2
(T+V) = v,

7 (11.2)

hvor T = v?/2 = v?/2 er den kinetiske energien pr. masseenhet. Likningen
(11.2) viser hvordan den mekaniske energien 7T+ V pr. masseenhet endrer seg
for en partikkel av mediet som fglge av spenningens arbeid. Vi kaller (11.2)
likningen for den mekaniske energien.

11.2 Spenningskreftenes totale arbeid

Leddet pa hgyre side av likning (11.2) er ikke spenningskreftenes totale arbeid.
For & finne dette ma vi ga fram pa folgende mate: Vi betrakter et flateelement

95
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P,

do

\ L/

Fig. 11.1:

med areal do og flatenormal n. Ifglge Cauchy’s 1. relasjon er spenningen pa
flaten gitt ved
P,=P-n

Den tilsvarende kraften er
dK, = P,do =P -ndo
Arbeidet som kraften utfgrer pr. tidenhet pa mediet er
dA=dK, -v=(P-n)-vdo (11.3)
Dette uttrykket kan vi eventuelt skrive pa ”indeks form”
dA = P;jnjvido

Skal vi finne arbeidet pa et volumelement ma vi integrere (11.3) over volumets
begrensningsflate. Flateintegralet kan lett omskrives til et volumintegral nar
man benytter Gauss sats. Fordi enkelte av leserne muligens ikke er kjent med
denne satsen skal vi antyde hvordan integralet kan regnes ut. Dvs. vi gir et
primitivt bevis for Gauss sats.

AT

Fig. 11.2:

La oss betrakte et parallellepiped med sidekanter Ax, Ay og Az og volum
AT. Arbeidet som utfgres pa sideflaten a, b, c,d er

PviAyAz
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P& den motstaende sideflaten far vi et tilsvarende uttrykk med motsatt fortegn
fordi flatenormalen har motsatt retning. Det samlede arbeidet som utfgres pa
de to sideflatene kan derfor skrives

AAI = [(vai)m:erAm - (vaz)x] AZJAZ ~ 2 (-vaz) AT

ox
Pa tilsvarende mate kan man ga fram & finne arbeidet pa de gvrige sideflatene
AA, og AA, og det totale arbeidet AA kan skrives som summen av disse
bidragene
0
AA=AAy+ DAy + AA, = = (Pyui) A (11.4)
8.%']'
Dette er uttrykket for det totale arbeidet som spenningskreftene utfgrer pr. tid-
senhet pa volumelementet A7. Dersom vi er interessert i arbeidet pr. masseen-
het finner vi det ved & dividere (11.4) med elementets masse pAT og vi far
AA 1 0

W= A ;a—%(ﬂjvi) (11.5)

11.3 Energilikningen for den totale energien

Vi betegner den indre energien pr. masseenhet (termisk energi elastisk energi)
med F. Den totale energien er summen av den mekanisk energien T+V og den
indre energien FE.

Ifplge termodynamikkens fgrste hovedsetning sa forandrer den totale ener-
gien seg ved spenningskreftenes totale arbeid W og ved den tilfgrte varme @
(pr. masseenhet) og vi kan skrive

D 10
Z(T+veE) = ;%(PMW) +Q (11.6)
Dette er den termodynamiske energilikningen eller energilikningen for den totale
energien.
Ved & substrahere energilikningen (11.2) fra (11.6) far vi etter enkel om-
forming
DE 1_ 0vy
— =-P; — 11.7
L (11.7)

Denne likningen sier hvordan spenningskreftenes arbeid virker inn pa den indre
energien.

11.4 Energi dissipasjon i viskgse vaesker

Vi kan bruke likningen (11.7) til & beregne hvordan viskositeten eller friksjonen
i en vaeske medfgrer at den indre energien gker dvs. temperaturen stiger. Vi
vet at nar hastigheten dgr ut i en veeske som er satt i bevegelse inne i en lukket



98 Kapittel 11. Energilikninger..

beholder s& ma veeskens kinetiske energi ha gatt med til & varme opp vaesken.
Vi sper: Hvordan skjer denne energioverfgringen? Likningen (11.7) kan gi oss
svaret pa det.

La oss forst skrive

8112- 1 8% Ovj 1 8vi avj
al‘j 2 8.’Ej 8% 2 81:j al‘l
Det forste leddet pa hoyre side er komponentene i den symmetriske tensoren
{éij} og det andre leddet er komponenten i en antisymmetrisk tensor. Skriver vi

ut uttrykket P;; gg’ vil bare leddene som inneholder den symmetriske tensoren
gi bidrag mens alle ledd som kommer fra det antisymmetriske tensoren hever
hverandre. Vi kan fglgelig skrive

81}1'

Pij%j

= Pjé;; (11.8)

Ved innsetning av uttrykket (7.14) for P;; finner vi
Pyjéij = —pV -0 + (k= 3u)(V - v)* + 2ué;

fordi 5ijéij = éii =V -wv.
Na er

(b — 3V - 0055) (&5 — 5V - v8y5) = € — 5(V - v)?

Vi kan derfor skrive

A = (k— %u)(v cv)? 4+ 2,uégj
= K(V-v)?+2u(é; — 1V - 08;)° (11.9)

Dette viser at stgrrelsen A alltid er positiv.
Energilikningen (11.7) kan fglgelig bringes over pa formen

lf:—iv-wﬁqt@ (11.10)
Forste leddet pa hgyre side av (11.10) uttrykker forandringen i indre energi som
folge av ekspansjon eller kontraksjon. Den andre stgrrelsen A/p som altsa er
positiv medfgrer alltid en gkning av den indre energien. Vi betegner dette leddet
energi-dissipasjonen og den er en ensidig irreversibel overgang fra mekanisk
energi til indre energi dvs. varme. Stgrrelsen A er energi-dissipasjonen pr.
volumenhet. Den har enheten Joule/m3s. For en inkompressibel vaeske hvor
V - v=0 er uttrykket for energi-dissipasjonen spesielt enkelt.

A = 2pé; (11.11)
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Fig. 11.3:

La oss til slutt som et eksempel beregne energi-dissipasjonen for en plan Couette-
strgm. I dette tilfellet er strgmhastigheten

hvor Uy er hastigheten av ”lokket” og h er avstand mellom lokket og bunnplanet.
Vi finner

o . o : 1 (Up\?
&= 2 v =28 — (L)

fordi é,,=¢,,=0. Vi har derfor at

2
s-n(5)

og den samlede dissipasjonen i en vaeskesgyle med grunnflate i flateenhet er

Ah'lzu%

Arbeidet som denne kraften utfgrer pr. tidsenhet er

U2
Pa:zUO:NTO

Vi ser av dette uttrykket at arbeidet som utfgres pr. tidsenhet nar lokket fores
med konstant hastighet tilsvarer den samlede energi-dissipasjonen i vaeskesgylen.
Det mekaniske arbeidet som vi ma bruke for & fgre lokket bortover med kon-
stant hastighet gar altsa med til & gke de indre energien i veesken. Med andre
ord; det mekaniske arbeidet fgrer til at vaesken varmes opp.
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11.5 Elastisk energi

Ved a benytte (11.8) som ogsa gjelder for et elastisk stoff kan energilikningen
(11.7) skrives
% = ;Pijéij +Q (11.12)

Vi skal na for enkelhets skyld anta at vi har adiabatiske tilstander dvs. at
det ikke er noen varmeutveksling. Vi setter derfor Q =0. Vi antar videre at
forrykningene er sma slik at hastigheten v; ~du; /9t hvor u; betegner forryknin-
gene. Dette medfgrer at

. Oey

U= ot
hvor €;; er definert ved (6.8). Forutsetningen om sma forrykninger innebzerer

ogsa at % = % Bruker vi disse resultatene samtidig med at vi innfgrer
uttrykket (7.13) for spenningen i (11.12) sa kan denne likningen skrives

e J S [ —€:.
ot dt|p 2 p Y
Dette viser at den indre energien er gitt ved

1 -u)?
B= [/\(V;‘) + pé; (11.13)

som er uttrykket for den elastiske energien i et isotropt ideelt elastisk medium.
Vi legger merke til at den indre energien bare er avhengig av deformasjonene i
mediet. Dersom mediet blir deformert gker den indre elastiske energien, men
den avtar igjen til den opprinnelige verdi nar deformasjonene opphgrer. Det
er altsa ikke noen ensidig irreversibel energiovergang til indre energi i et ideelt
elastisk medium. Vi sier at mediet er ikke-dissipativt.

Vi skal til slutt beregne energien i en plan longitudinal bglge (P-bglge) som
brer seg i x-aksens retning. Forrykningene er gitt ved

u = ugsin k(x—ct)

hvor ug er amplituden, k er bglgetallet og c er bplgehastigheten (fasehastigheten).

Vi har at
[X+2p
CcC =
P

og at bglgeperioden T'=27/kec.
Den elastiske energien pr. masseenhet i P-bglgen finner vi ved a benytte
(11.13). Dette gir siden V - u = €;; og €;; = 0 nar i#j.

A+2 A+2
+ 'ue?i _ At Mu%k:2 cos® k(xz—ct)
2p 2p

Ved enkle omskrivninger far vi at den maksimale energien i lgpet av en periode

er
A+ 2p U
E, = o udk? = 27 ()2

E =
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For et jordskjelv av styrke 6 vil forrykningsamplituden for P-bglger med periode
T =1 s vanligvis veere omkring 1y = 190 nanometer (190-10~% m) i en storsirkel
avstand pa 60° fra episentret. Dette tilsvarer for eksempel avstanden mellom
Norge og Japan. Med de angitte verdier for ug og T far vi E,, =1.8-10713 J /kg.

I tillegg til den elastiske energien er det en kinetisk energi i bglgebevegelsen.
Det kan lett vises at at den midlere verdien over en periode av den elastiske
energien og den kinetiske energien er like!

Utfra energilikningen er det ogsd mulig & komme frem til det maksimale
antall elastisitetskoeflisienter for et anisotropt linesert elastisk medium. Vi antar
det er ingen varmeutveksling og at forrykningene er sma. Energilikningen kan
da skrives

OE 1 _ O¢;j

ot p Vot

Siden spenningskomponentene Pj; er funksjoner av tgyningstensorkomponen-
tene ¢;; viser denne likningen at E er en tilstandsfunksjon som avhenger av ¢;;.
Vi ma derfor ha at

10FE
p O¢ij

Pij =

Dersom vi na krever at Pj; er en lineser funksjon av ¢;; ma E vere et an-
dregradspolynom i €;;. Siden det er 6 uavhengige komponenter i tgynings-
tensoren vil det mest generelle formen av andregradspolynomet for E inneholde
21 uavhengige koeffisienter foran leddene i polynomet. Et anisotropt medium vil
altsa ha 21 elastisitetskoeffisienter i relasjonene mellom spenninger og tgyninger.
Kravet om isotropi reduserer dette tallet til 2 slik vi har sett i kapittel 7.

11.6 Varmeledning. Varmetransport i vaesker.

I den termodynamiske energilikningen (11.6) har vi ikke gitt noe mal for varme-
utvekslingen bortsett fra den har fatt betegnelsen (). Varmeutvekslingen kan
ha forskjellige arsaker og varme kan tilfgres de enkelte deler av mediet f.eks.
ved

varmeledning

straling

radioaktiv varmeproduksjon
latent varme ved faseoverganger.

0o =

Vi skal ngye oss med & se pa hvordan varmeledningsprosessen kan parametri-
seres dvs. uttrykkes ved de tilstandsvariable. Vi skal her méale temperaturen T’
i den absolutte temperaturskala grader Kelvin (K).
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qz () gz (z + Az)

Fig. 11.4:

Det viser seg at varmestrgmmen pa grunn av ledning er proporsjonal med tem-
peraturgradienten. Dette er Fouriers lov oppkalt etter den franske vitenskaps-
mann og administrator Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Dersom
¢, er varmestrgmmen pr. tidsenhet og flateenhet i z-retning kan denne loven
skrives

oT
U ox
hvor k er termisk konduktivitet eller varmeledningstallet. Dimensjonen for
varmeledningstallet er [k] = J/mKs og sterrelsen kan finnes i tabeller for de
fleste stoff. Det negative fortegnet i (11.14) er valgt fordi varmestrgmmen gar
fra steder med hgy temperatur mot steder med lavere temperatur.

Den netto varmestrgm inn i omradet med lengde Az gjennom et flate-
element med areal Ac=AyAz er

G = (11.14)

o/ or
AQ = [a(e+A0)+ap(e)Ae ~ - <k8$) AzAo (11.15)

Generaliserer vi Fouriers lov (11.14) til tilfeller hvor temperaturen er en funksjon
bade av x,y og z far vi at varmestrgmsvektoren g kan skrives

q=—-kVT

Pa tilsvarende méate som i det en-dimensjonale tilfellet finner vi at den netto
varmestrgmmen til et volumelement med volum A7=AzAyAz er

AQ = -V -qAT =V - (kVT)AT

For varmestrgmmen pr. masseenhet () finner vi

=29 _Fgep

Q= AT (11.16)

Det er da forutsatt at k er konstant i mediet.

For vanlige veesker er det liten forskjell pa den spesifike varmekapasiteten ¢
(enhet J/K kg) ved konstant trykk og konstant volum og den indre termiske
energien kan uttrykkes ved

E=cT (11.17)
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Vi kan na sette uttrykkene (11.16) og (11.17) for @ og E inn i energiliknin-
gen (11.10). Forutsetter vi at ogsa ¢ er konstant i mediet leder dette til
varmeledning- eller varmetransportlikningen for en tilnermet inkompressibel
veeske

DT A

—— =rVT+ = 11.18

dt " + pc ( )
hvor k = % er varmediffusiviteten. Varmediffusiviteten har dimensjon [k] =

m?/s dvs. samme dimensjon som den kinematiske viskositetskoeffisienten v.
Forholdet mellom disse to stgrrelser er derfor et dimensjonslgst tall som vi
betegner

Pr har navnet Prandt-tallet etter den tyske hydro- og aerodynamiker Ludvig
Prandtl (1875-1953). Tallet er et mal for hvor fort bevegelsesmengde sprer seg
i forhold til varme gjennom molekylaere diffusjonsprosesser.

Skriver vi ut venstre siden i (11.18) far likningen formen

%71; + v-VT = k2T + A/pe
konvektiv varme- varmeledning dissipasjon (11.19)
transport

Dette viser at temperaturen endrer seg i tiden som fglge av tre forskjellige
fysikalske prosesser. Vi har varmeledning som er varmeoverfgring ved molekylsere
prosesser og konvektiv varmetransport som skyldes varmetransport med den
makroskopiske strgmmen i veesken. Dessuten har vi energi-dissipasjonen. Vi
kaller likningen (11.19) varmetransportlikningen og i denne likningen inngar
differansene i varmestrgm. Den konvektive varmestrgmmen pr. flateenhet og
tidsenhet kan skrives

q;, = pcl'v

og varmestrgmmen ved ledning er gitt ved
q, = —kVT

Vanligvis er den konvektive varmetransporten mye stgrre enn varmeledningen
lgi.| > |gy|. Et unntak er varmetransporten neer faste begrensningsflater hvor
strgmhastigheten er liten og varmeledningen dominerer i forhold til konvek-
tiv varmetransport. Oppvarmingen pga. energi-dissipasjonen er som oftest sa
ubetydelig at denne effekten kan neglisjeres i forhold til andre varmekilder.

Til hjelp ved beregninger angir tabell 2 verdier for dynamisk viskositets-
koeffisienten u, kinetisk viskositetskoeffisient v = p/p, varmeledningstallet k,
varmediffusjonstallet x og Prandtl tallet Pr for vann og luft ved 15°C. Den
spesifike varmekapasiteten for vann ved 15°C er ¢ = 4.19 - 10® Joule/kg K.
Varmekapasiteten for luft ved 15°C og konstant trykk er cp:1.00~103 Joule/kg K.
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Tabell 2
. 1 v k K
Medium kg/ms m?/s J/mKs m?/s Pr
Vann 1.137-1073 | 1.138-107% | 0.590 1.40-1077 | 8.10
Luft 1.780 1071 | 1.450-107° | 0.025 2.02-107° | 0.72

11.7 Diffusjon av varme og bevegelsesmengde

Varme er et uttrykk for hurtige uordnete bevegelser av molekylene pa mikro-
skopisk skala og temperatur er et mal for den kinetiske energien i disse beveg-
elsene. Ved varmeledning brer varmen seg ved at de hurtige bevegelser av
molekylene i de varme omradene overfgres ved stot og koblinger mellom moleky-
lene til kalde omrader hvor molekylene beveger seg langsommere. Etter hva vi
har sett kan dette beskrives ved varmeledningslikningen som i det en-dimensjo-
nale tilfellet kan skrives.

or  0*T

ot~ "2

hvor « er diffusjonskoeffisienten. Stgrrelsen pa diffusjonskoeffisienten vil bestem-
me hvor fort varmen brer seg, eller diffunderer som vi ogsa sier. Vi sier derfor at
likningen (11.20) beskriver en diffusjonsprosess og kaller likningen en diffusjons-
likning.

(11.20)

I en vaeskestrgm har molykylene bade en hurtig uordnet mikroskopisk beveg-
else samtidig med en midlere ordnet makroskopisk bevegelse som vi tolker som
strom. Ved stgt og koblinger kan den makroskopiske bevegelsen overfgres fra
molekyler som beveger seg hurtige til de som beveger seg sakte. Pa denne méaten
kan bevegelsesmengde bre seg i vaesken ved en liknende diffusjonsprosess som
for varme.

Et eksempel pa dette er hvordan en viskgst veeske som grenser inn til en
plate og som settes i bevegelse ved at platen trekkes fremover med konstant
fart. Bevegelsen vil, dersom en starter fra ro, forplante seg oppover i vaesken.
Dersom vi forutsetter at viskositeten i vaesken er tilstrekkelig stor vil strgmmen
i vaesken veere rettlinjet, parallell med platen, og uten ustabiliteter og turbu-
lens. Under disse forutsetninger vil det ikke vaere horisontale trykkgradienter i
vaesken. Legger vi z- og z-aksene henholdsvis langs og normalt platen sa kan
hastighetsfeltet i veesken skrives v = {u(z,t),0}, og fra Navier-Stokes likning
(8.3) far vi at

ou 0%u

— =V 11.21

ot~ 922 ( )
Dette viser at vi har en liknende diffusjonslikning for bevegelsesmengde som for
varmeledning. Denne analogien kan man utnytte til & finne lgsninger for likning

(11.21) nar vi allerede har funnet lgsninger for (11.20) eller omvendst.
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Vi velger som initial- og randbetingelser
u(z,t=0)=0, u(z=0,t)=u, og u(z=o00,t)=0 (11.22)

og sgker en similaritetslgsning av (11.21) hvor strgemkomponenten er en funksjon
av en similaritetsvariabel

n= (11.23)

3
~+

slik at u(z,t) = u(n). Vilar u/(n) betegne den deriverte av u med hensyn pa n
og finner

O _
ot
ou . 0n

Na er

on_ =z 1 _ m
ot Jut2t 2t
o 1

0z vt

Fglgelig er
1

vt

0%u on
922 = U”(U)(@V = U"(ﬁ)

Ved innsetting i likning (11.21) far vi sa

Integrasjon av denne likningen gir

W) = Aesp (-7

Ved a integrere en gang til og benytte randbetingelsene far vi

u(n) = uo(1 - erf (3)) (11.24)

hvor funksjonen erf(z) er den sakalte feilfunkjonen. Feilfunksjonen er mye
brukt i statistikk, og er definert ved integralet

2 x
erf(z) = ﬁ/o exp(—s?)ds (11.25)

Funksjonen er lik 0 for n = 0 og lik 1 for n = 0o og den finnes forgvrig tabulert
i handbgker i matematikk og statistikk. Hastighetprofilen (11.24) er plottet
i figur 11.5 pa grunnlag av tabellverdier for feilfunksjonen. Vi legger merke
til at profilen ved forskjellige tidspunkter er “simileer”, eller likedannet, ved
at profilen reduserer seg til en og samme graf ved den valgte skaleringen av



106 Kapittel 11. Energilikninger..

n
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 : : u/ug
0.0 0.4 0.8

Fig. 11.5: Strgmprofilen ved platen

aksen. Endringene i profilformen mellom to tidspunkter, ¢; og to (t2 > t1),
bestar derfor i at en ved to ma ga til stgrre z-verdier for & ha samme verdi for
1 og derved samme strgmhastighet som ved ¢;. Pa den maten viser grafen ogsa
hvordan bevegelsen brer seg oppover i vaesken etter som tiden gar.

Pa grunn av likheten mellom likningene (11.20) og (11.21) kan vi na direkte
skrive opp lgsningen av (11.20) for det tilfellet at varmen brer seg, med led-
ning, oppover fra en plate som holdes pa fast temperatur T,. Vi antar her for
enkelhetsskyld at temperaturen i mediet ved ¢t = 0 er T = 0. Innfgrer vi en

similartitetsvariabel ;

Vit

kan lgsningen av (11.20) med nevnte randbetingelser skrives

T(¢) = To(1 —erf ()

(=

Formen pa grafen T'(¢) og tolkningen av dette resultatet blir selvfplgelig tilsvaren-
de som for tilfellet i figur 11.5.

Med andre randbetingelser enn hva vi har valgt her har man en tilsvarende
analogi mellom lgsninger av (11.20) og (11.21), men de matematiske uttrykkene
blir mer komplisert enn i tilfellet som er behandlet her. For eksempel vil
lgsningen, dersom laget over platen har en endelig tykkelse H (og ikke er uen-
delig tykk som her antatt) besta av en sum hvor feilfunksjoner inngar i hvert
ledd.

Til slutt er det interessant & legge merke til at det er ingen tilfeldiget at
feilfunksjonen dukker opp som lgsning av diffusjonslikningen. Feilfunksjonen
beskriver blant annet fordelingen av statistiske vilkarlige og uavhengige malefeil.
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Spedningen som fremkommer ved diffusjon, etter et stort antall vilkarlige stgt
og koblinger mellom molekyler i uordnet bevegelse, vil ikke uventet fordele seg
statistisk pa tilsvarende mate.

11.8 Termisk drevet strgm

Pa grunn av termisk utvidelse vil temperaturforskjeller i en vaeske eller gass
skape tetthetsforskjeller og derved forskjeller i oppdriftskraft som s& kan fore til
sterke strgmninger. Dette kalles termisk drevet strgm eller termisk konveksjon.
Oppvarming og avkjgling i atmosfaeren og havet er den primeere arsaken til
vind og strgm. Pa en varm soldag varmes for eksempel bakken opp og den lette
luften som dannes stiger opp mens kaldere luft trekkes inn fra siden. Er luften
fuktig og oppdriften sterk kan de vertikale luftstgmmene stige hgyt til veers og
danne tarnformede skyer med tordenveer (cumulunimbus). Ofte vil man se at
skyene med oppstigende luft ordner seg i band eller cellestrukturer sammensatt
av mange enkeltskyer. I laboratoriet vil man kunne se lignende cellestrukturer
i tynne vaeskelag som varmes opp nedenfra. Sekskantede cellestrukturer, hvor
vaesken i noen tilfeller stiger opp i midten og synker ned ved kantene i cellen,
er for eksempel vanlige. I andre tilfeller gar strommen i motsatt retning. Det
er pavist at strgmretningen avhenger av hvordan viskositeten endrer seg med
temperaturen. I det hele tatt byr termisk drevet strgm pa et rikt utvalg av
fascinerende strgmningsformer som det bade er spennende a studere, og hvor det
er mange viktige anvendelsomrader for teoretiske undersgkelser. Dette gjelder
spesielt innenfor teknisk varmetransport og kjgleteknikk.

Her skal vi ngye oss med & se pa en forholdsvis enkel lgsning av Navier-Stokes
likning som beskriver termisk drevet strgm mellom to parallelle vertikale plater,
den ene kald og den andre varm. I dette tilfellet vil veesken ved den varme platen
fa en oppdrift, pa grunn av termisk utvidelse, og stige oppover. Vaesken ved
den kalde platen vil derimot fa en negativ oppdrift og vil derfor synke. Pa den
maten vil vi kunne fa en stasjonzer bevegelse hvor vaesken stiger ved den varme
platen og synker ved den kalde, mens varmen ledes gjennom vaeskelaget fra den
varme til den kalde platen. Vi betrakter strgm i xz-planet som vist i figur 11.6.

Avstand mellom platene er h og temperaturen av platene er henholdsvis
T 0+% og To— %. Vi antar at det er stasjonaere forhold og at temperaturfeltet
bare er en funksjon av x. Pa tilsvarende mate antar vi at stromfeltet er rettlinjet
og ogsa bare avhengig av x slik at

v ={0,w(z)}
Varmetransportlikningen reduserer seg derfor til

0T

a2 =V

med randbetingelser T' = Ty £+ % ved z = i%. Integrasjon av denne likningen
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Kald Varm

A

Fig. 11.6: Termisk drevet strgm mellom to vertikale plater.

gir etter at integrasjonskonstantene er bestemt ved randbetingelsene

AT
Tettheten i veesken, p, er bestemt ved en tilstandslikning. Generelt vil tilstand-

slikningen ha formen

p=pp,T)
slik at tetthet avhenger bade av temperatur og trykk. For sma strgmhastig-
heter, mye mindre en lydhastigheten, er trykkavhengigheten neglisjerbar. For

sma temperaturinterval kan en dessuten med god tilnsermelse anta at p er en
lineser funksjon av T

p=poll — B(T —Tp)]

hvor pg og Tp er henholdsvis samhgrende referanseverdier for temperatur og
tetthet. Parameteren [ betegner den termiske utvidelseskoeffisienten. Med
temperaturprofilen (11.26) far vi altsa en tetthetsvariasjon i vaeskelaget gitt

ved
BAT
p=po(l— T

Vertikalkomponenten av Navier-Stokes likning (8.3) gir

op 0w
0= o, THge T PI

Setter vi na inn for tettheten far vi

o _ Puw 4 PogﬂATx
8. Moz P h
Denne likningen er oppfylt nar vi velger
Ip

& = —pog
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og
Pw PogﬁATx

Ox? wh

Ved integrasjon av den fgrste finner vi:

P =DPo — pogz

hvor pg er trykket i origo. Den andre likningen integreres to ganger og de to
integrasjonsbetingelsene bestemmes ved a kreve w = 0 for x = :I:%. Dette gir:

gBAThH? x <x>2
=2 ———|1—-4( - 11.2
w(@) 2av  h h ( 7
Den maksimale strgmhastigheten inntreffer for 7 = :I:?3 og er
_ L V3gBATH
° 216v

Strgmprofilen er skissert i figur 11.7, som viser at strommen er oppover i den

=8

— 0.4 0.0 0.4
Fig. 11.7: Strgmprofilen i trang spalte

varme del av vaeskelaget og nedover i den kalde delen. Styrken av strgmmen,
wg, avhenger av temperaturdifferansen og avstanden mellom platene samt tyng-
deakselerasjonen, viskositeten og den termiske utvidelseskoeffisienten.
Lgsningen av Navier-Stokes likning som vi har funnet her kan for eksempel
beskrive strgmningen i den smale luftfylte spalten i isolerglass. I isolerglasset er
imidlertid strgmningen avgrenset gverst og nederst i glasset og i disse omradene
vil det veere en strgm pa tvers av spalten som skissert til venstre i figur 11.8.



110 Kapittel 11. Energilikninger..

Kald Varm Kald Varm

( oo

-/

Fig. 11.8: Strgmninger i luftspalten i isolerglass.

Lgsningen kan derfor bare gjelde i det indre av spalten et stykke bort fra
endene. Dersom strgmmen i spalten blir for sterk kan det ogsa oppsta insta-
biliteter og turbulens og det kan for eksempel avsngre seg langstrakte celler i
strgmmen slik som er skissert til hgyre i figur 11.8. Dette vil sterkt pavirke
varmetransporten gjennom isolerglasset.

For & fa en ide om hvilke strgmhastigheter en kan regne med er det inter-
essant a gjgre et overslag pa grunnlag av uttrykket (11.27). Med AT = 20K,
B=35-1031/K, v=0.15-10"*m?/s og h = 1 cm far vi ws = 3 cm/s.

11.9 Krypstrom

I en sveert seig viskgs vaeske vil bade strgmhastigheten og akselerasjonen van-
ligvis veere liten. Pa norsk kan vi kalle dette krypstrgm som en fri oversettelse
av den engelske betegnelsen “creeping motion”. Krypstrgm kan for eksempel
forekomme i lavastrgm og i seigt flytende lag i jordens indre, og i strgm av
seige oljer, lakk og maling. I slike tilfeller kan vi ofte slgyfe akselerasjonsleddet
i Navier Stokes likning (8.3) som da forenkler seg til

1
0=—>Vp+ %v% — gk (11.28)

Her har vi dessuten antatt at tyngdekraften er den eneste volumkraften og vi
har valgt z-aksen med enhetsvektor k vertikalt oppover. Likningen ovenfor
beskriver en bevegelse hvor trykk, viskgse spenninger og tyngdekraften er de
dominerende krefter. Vaesken, eller det flytende stoffet, kan som oftest regnes
som inkompressibel, slik at hastighetsfeltet er divergensfritt

V-v=0 (11.29)
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Tar vi divergensen til likning (11.28) og antar homogen vaeske slik at p og v er
konstanter far vi:

Vip=0 (11.30)

som viser at for krypstrgm vil trykket i veesken oppfylle Laplace-likningen. Vi
skal na se pa et eksempel hvor overflaten av en seig vaeske er deformert som en
sinusformet bglge (figur 11.9):

Fig. 11.9: Bglgeform pa overflaten.

n = a(t) sinkx

Denne overflateformen kan vi tenke oss a ha oppstatt for eksempel ved et perio-
disk varierende trykk som virket langs overflaten.

Det som vil skje videre nar trykket forsvinner er at massen i bglgetoppene
(n > 0) vil sige ned og fylle belgedalene (n < 0) slik at overflaten etterhvert
blir plan. Vi skal beregne hvor fort denne utflatningen av overflaten skjer.
Grenseflatebetingesene ved overflaten z = 7 er

Pun = —po

Py = 0 (11.31)
Dn

E = w

Disse tre betingelsene uttrykker henholdsvis at normalspenningen P, pa flaten
er lik lufttrykket pg, skjeerspenningen P,; = 0 og den kinematiske betingelsen
som sier at vaeskepartikler ikke beveger seg gjennom flaten. Enhetsnormalen til
overflaten kan skrives:

1/2
on on\ 2
= ={-211 14+ (=L
n={ngn,} { i }/( +<89})
For to-dimensjonal bevegelse er spenningstensoren
P P
P — rxr Tz
{ sz PZZ }

Derved blir spenningen pa overflaten
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Siden normal- og tangensialspenningen pa overflaten henholdsvis er

ng ‘Pn X ’I’L‘

kan de to forste grenseflatebetingelsene i (11.31) skrives henholdsvis

Pa:a:ni + 2sznxnz + Pzzni = —Po
(Px:r - Pzz)nmnz + sz(nz - n2) =0

T

(11.32)

Med hastighetsfelt v = {u,w} folger det fra Newton’s friksjonslov (likning
(7.15)) at

ou
Py = —p+2,LL%

ow
Pzz = _p+2:u$

ow Ou
Pacz = a_ a_
a <8x + 8z)

Ved likevekt og plan overflate vil trykket i veesken, pg, veere bestemt ved den
hydrostatisk trykkfordelingen

Ps = Po — PGz

Vi deler derfor trykket nar overflaten er deformert i en del ps pluss et tilleggs-
trykk p’ som skyldes bevegelsen

p="po—pgz+p

Ved innsetting i (11.32) far vi ledd hvor n og deriverte av n,u og w inngar i
produkter. Dersom amplituden av bglgen a er liten og belgelengden stor vil
disse leddene veere sma og bare de ledd hvor kun en liten stgrrelse inngar som
faktor vil dominere i forhold til ledd hvor to eller tre sma faktorer er med.
Beholder vi pa den maten bare de dominerende ledd far vi den lineariserte
formen av grenseflatebetingelsen ved z = 0

P = —pgn (11.33)
ow Ou
—+—=0 11.34
ox + 0z ( )
Likeledes kan vi linearisere den kinematiske betingelsen som blir
on
= _ 11.35
5 =V (11.35)

ogsa for z = 0. Prosessen med linearisering av likninger og grenseflatebetingelser
er diskutert inngaende i Mel02-kompendiet.
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Siden 7 er antatt a veere en periodisk funksjon av x er det klart at p’,u og
w ogsa ma vaere det. Fra grenseflatebetingelse ser vi at disse ma ha formen

P p(2) sin kx
u u(z) cos kx
w w(z) sin kx

Fra (11.30) far vi da at

p=Ac¥
nar vi har antatt at p’ — 0 for 2 — —oo. Integrasjonskonstanten A bestemmes
fra (11.33) som gir

A= —pga

u og w kan na finnes henholdsvis ved a benytte z-komponenten av (11.28) og
kontinuitetslikningen (11.29). Resultatet blir:

=~ _ 9% k2

u(z) = 5, 2

o ga kz
= _ — 1

w(z) ok (kz—1)e

Med disse uttrykkene for 4 og w oppfyller u og w grenseflatebetingelsen (11.34).
Ved innsetting i (11.35) far vi

da _ _ 9a

Integrasjon gir
(11.36)
hvor a, er bglgeamplituden ved t = 0. Dette viser at bglgeformen pa overflaten
jevner seg ut ved eksponensiell dempning. Etter et tidsrom
vk
e — —
g
er bglgeamplituden bare %—del av den opprinnelige. Den karakteristiske tiden
27

for dempning, e-foldingstiden ., kan ogsa uttrykkes ved bglgelengden L = <
Sz

t, = —
e gL

Lange bglger dempes derfor raskere ut en korte bglger.

Landhevning

Under siste istid var Skandinavia dekket av en iskappe som var opptil 2-3000
meter tykk pa liknende mate som Grgnland og Antarktis er i dag. Vekten
av isen presset landet ned og det er vanlig antatt at seigtflytende masser under
den faste jordskorpen ble langsomt presset tilside. Da isen begynte & smelte, for
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Fig. 11.10: Landhevningskurve fra Osloomradet (fra Ulf Hafsten, Naturen, nr. 8 1962).
Sa lenge havnivaet sto over terskelhgyden i tjernet trengte sjgen inn og det ble avsatt
marine bunnsedimenter i tjernet. Da landet steg og havet trakk seg tilbake neden-
for terskelhgyden ble tjernet avstengt fra sjgen og ferskvannsedimenter ble avsatt pa
bunnen. Skille mellom marine og terrestiske bunnsedimenter kan kartlegges og dateres
ved boreprgver i tjernet. Pa denne maten har man fatt data til & tegne kurven for
landhevningen overfor.

10-15 tusen ar siden, var de sentrale deler av Skandinavia trykket flere hundre
meter ned og havnivaet sto tilsvarende hgyere enn i dag. Etterhvert som islasten
forsvant begynte de seigflytende massene a stromme tilbake slik at landet steg
i forhold til havet. Da landet steg ble det etterhvert avsatt spor i en strandsone
ved overgangen fra marine- til ferskvannsavsetninger av leire eller jord. Disse
avsetningene som idag finnes i bunnen av myrer og vann kan na dateres slik at
man kan finne landhevningskurver slik som den for Osloomradet som er gjenn-
gitt i figur 11.10. Landhevningen var rask for 8-10 tusen ar siden og er langsom
i dag, bare 3—4 cm pr. 100 ar. Flere forskere har, i forbindelse med modellering
av landhevningen, antatt at de seigtflytende massene i jordens indre kan mod-
elleres som en Newtonsk veeske med meget stor viskositet. For & demonstrere
dette er data fra landhevningskurven (fig. 11.11) plottet sammen med en demp-
ningsgraf beregnet pa grunnlag av formel (11.36). Det er forbausende a se den
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gode overensstemmelsen mellom modellert og malt tidsforlgp. Viskositeten for
de flytende massene, som man pa denne maten far bestemt, er enormt stor i
forhold til viskositeten for kjente materialer. Til slutt bgr det nevnes at det ogsa
finnes alternative forklaringer pa landhevningen. Denne forfatteren har for ek-
sempel vist at tetthetsendinger i forbindelse faseoverganger i jordens indre som
aktiviseres av islasten ogsa kan veere en mulig forklaring.

250
200
120
100
50
O

8000 4000 O

Fig. 11.11: Tidsforlgpet av landhevningen i Osloomradet. Heltrukken kurve er bereg-
net fra formel (11.36) med L = 2000 km, v = 1.0 - 107 m?/s. * er malinger fra
landhevningskurven i figur 11.10.

Strgm omkring kule

Et annet kjent eksempel pa anvendelse av krypstrgmsteorien er beregningen av
strgmfeltet rundt en kule som beveger seg langsomt gjennom en seig veeske.
Dette ble forst gjort av engelskmannen Stokes, hvis navn ogsa er knyttet til
Navier-Stokes likning. Det vil fgre for langt a redegjgre for detaljene i disse
beregningene her og vi vil ngye oss med & ta med den kjente formelen for
motstandskraften pa kulen;

F = 6rpalU

hvor a er radius av kula og U er kulas fart.






Kapittel 12

Skalering og modellover

12.1 Skalering

Det er ofte hensiktsmessig 4 male de fysiske parametrene som for eksempel
lengde, hastighet, trykk, temperatur osv. i enheter som er tilpasset det bestemte
fenomenet som vi skal studere. Valg av naturlige enheter eller skalastgrrelser
kan veere vanskelig, men i mange problemer peker visse stgrrelser seg ut. Nar en
kule med diameter d beveger seg med jevn hastighet U gjennom en ubegrenset
veeske (dvs. egentlig langt bort fra vegger eller andre gjenstander som kan
forstyre stromningsmgnstret nzer kulen) kan det veere naturlig a velge U som
skala for hastighet og d som skala for lengde.

Fig. 12.1: Kule i jevn hastighet.

Vi lar [ og vs betegne typiske skalaer for henholdsvis lengde og hastighet. Ut
fra disse stgrrelsene kan en definere tidsskala ts =1s/vs og trykkskala ps = pvg
hvor p er tettheten i mediet. Inngar temperaturen som variabel i problemet
ma vi ogsa velge en temperaturskala Ts. Pa grunnlag av dette kan vi innfere
dimensjonslgse storrelser eller maltall som karakteriserer lengde, tid, hastighet,
trykk og temperatur

xj :xi/l& t*:t/t& U::Ui/v& p*:p/p87 T*:T/TS (12'1)
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I disse linezere transformasjonene betegner * dimensjonslgse maltall.
Vi skal na vise hvordan bevegelseslikningen for en homogen inkompressibel
viskgs vaeske,

ov; ov; 1 dp

B + v; o, = o on, + V20 — b3 (12.2)

hvor z-aksen er lagt langs vertikalen og g er tyngdens akselerasjon, trans-
formeres til dimensjonslgs form. Ved & substituere fra (12.1) i (12.2) far vi
etter enkel omskrivning

ov} Loof o opt 1

1
7 , T V*2 L
ot* Ui Oz; oz} + Re vi Fr

8i3 (12.3)

hvor V*? betegner Laplace-operatoren i de nye romkoordinatene. Re og Fr er
dimensjonslgse tall definert ved

SZS
Re = vy Reynoldstallet
2
Fr= TS Froudetallet (12.4)
gts

Disse tallene har fatt navn henholdsvis etter engelskmennene Osborne Rey-
nolds (1842-1912) og William Froude (1810-1879). Reynolds er kjent blant
annet for sine eksperimenter med turbulent rgrstrom og Froude la grunnlaget
for modell-testing av skipskrog og utfgrte malinger for & bestemme motstanden
pa skip

Renoldstallet kan tolkes som forholdet mellom treghetskrefter og viskgse
krefter

Ov;
_ Treghetskrefter p ’Uj%vj B ,ng/lS sl

Re — — _ —
= Viskese krefter | V2u| g /12 v

hvor vi har gjort overslaget over leddene v; gjp’; og V2v; ved & bruke de karak-
teristiske skalastgrelsene. I fenomen hvor de viskgse kreftene er neglisjerbare
vil Re— o0 slik at vi kan slgyfe friksjonsleddet i (12.3) og vi star da igjen med
den friksjonsfrie bevegelseslikningen. Det er imidlertid viktig & veere klar over
at i nzerheten av faste vegger vil vaesken hefte til veggen og i grensesjiktet vil
de viskgse spenningene vaere av betydning selv om en kan regne vasken som
friksjonsfri forgvrig.
Froudetallet kan gis en liknende tolkning

81;1-
_ Treghetskrefter ’Ujang B v2 /1 B v2

Fr =
Tyngdekraft g g gls

Froudetallet kommer inn i problemer hvor tyngden er viktig for eksempel i
stremninger med fri overflate, stromning med tetthetssjiktning og for tyngde-
bglger (overflatebglger).
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Pa liknende mate som vi har skalert bevegelseslikningen kan vi ogsa skalere
varmetransportlikningen. For en inkompressibel vaeske kan denne likningen
skrives

oT n oT
bl il
8t J 8$]’
hvor vi for enkelhets skyld har slgyfet dissipasjonen, som vanligvis er en liten

stgrrelse, og sett bort fra eventuelle andre varmekilder inne i vaesken. Ved &
substituere (12.1) i (12.5) far vi etter enkel omskrivning

= kYT (12.5)

or* LT 1 _,
—_— * = —V*T* 12.6
ot* Y 81‘; Pev ( )

hvor det opptrer et nytt dimensjonslgst tall

Pe = l , Péclettallet

Péclettallet angir forholdet mellom konvektiv varmetransport og transport av
varme ved ledning

. 0T
p Konvektiv varmetransport ‘UJ oz; vsTs/ls  vsls
e = = = =
Varmeledning k|V2T)| kT /12 K

Dersom varmeledningen dominerer er Pe <1 i det motsatte tilfellet med stor
konvektiv varmetransport er Pe>>1. Péclettallet og Reynoldstallet har samme
form med den forskjell at i forstnevnte inngar varmediffusiviteten x og i det an-
dre viskositetskoeffisienten v. Forholdet mellom Péclettallet og Reynoldstallet
er et nytt dimensjonslgst tall
Pr=L%_" prandiltallet
Re &

Det har fatt navnet av tyskeren Ludwig Prandtl (1875-1953) som er kjent for
sine mange grunnleggende arbeider i hydro- og aerodynamikk.

Prandtltallet er et mal for forholdet mellom diffusjonshastigheten for beveg-
elsesmengde og for varme.

12.2 Geometrisk og dynamisk ensartethet
(similaritet). Modell-lover.

Dersom vi har en likedannet, formlik modell av en innretning eller konstruksjon
sa sier vi at modellen er geometrisk ensartet med prototypen. Skalafaktoren
for modellen er foholdet mellom to tilsvarende avstander pa modellen og pro-
totypen. Modeller av store skipsskrog som brukes ved testing i modell-tanker
lages for eksempel ofte med en skalafaktor 1:50. Sma leketgy bilmodeller av
”"matchbox” type har ofte en skalafaktor 1:50. Ved geometrisk ensartethet er
modellen fullstendig bestemt ved skalafaktoren. For & kunne tolke resultater
fra modellforsgk i modell-tanker eller vindtunneller er det viktig & vite nar
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strgmningsmenstret er likedannet for modell og prototype. La oss eksempelvis
studere strgmningsforholdene omkring en kule med diameter d som beveger
seg med jevn fart U gjennom en vaeske. FEr kulen lang bort fra vaeskeover-
flaten eller andre gjenstander som kan forstyrre strgmmen sa vil kulens fart og
storrelse samt vaeskens viskositet vaere de eneste parametrene som bestemmer
strgmningsforholdene. Dette innser vi fordi Reynoldstallet

lsvs _ Ud

v 1%

Re =

er den eneste parameteren som inngar i den skalerte bevegelseslikningen (12.3).
(Vi regner her med at tyngdekraften er uten betydning og setter Fr=o00.) Av
samme grunn er det klart at kuler av forskjellig stgrrelse og med forskjellig
fart vil gi opphav til ensartete strgmningsforhold dersom Reynoldstallet er det
samme. Kravet om dynamisk ensartethet for modell og prototype kan i dette

tilfellet uttrykkes ved
(Ud> _ (Ud) (12.7)
V' / modell vV / prototype

Dette resultatet kan man bruke nar modellen ved eksperimenter skal bestemme
motstandskraften pa kuler som beveger seg med jevn fart. Vi betegner kraften
med F og tenker oss a male denne i enheter % pU?S hvor p er
tettheten i veesken og S er tverrsnittsarealet av kulen. Forholdet F'/ %pU 28
ma da veere en dimensjonslgs storrelse som vi kaller motstandskoeffisienten og
etter hva vi tidligere har sagt sa kan motstandskoeffisienten bare avhenge av
Reynoldstallet. I likningsform kan dette skrives

——— = Cp(Re) (12.8)

Malinger med kuler av forksjellig storrelse og som beveger seg med forskjellig
fart viser at motstandskoeffisienten har samme verdi nar Reynoldstallet er det
samme. (Se figur 12.2.) For sma Reynoldstall gjelder Stokes motstandslov for
kule

F =6murU

hvor r er radius i kula. Skalerer vi med tverrsnittsarealet S = 72 far vi

F v 24

Cp=55=12—=—.

PTeu2s T Ur T Re
I dette tilfellet er altsa motstandskoeffisient proporsjonal med det inverse Reynold-
stallet.

Det vi her har sagt om Reynoldstallsimilaritet for kuler gjelder ogsa for
geometrisk ensartete legemer av annen form.

I fenomen hvor andre parametre enn stgrrelse, hastighet og viskositet er av
betydning vil kravet om dynamsik similaritet mellom modell og prototype bli
mer omfattende enn angitt i (12.7).
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Fig. 12.2: Motstandskoeffisienten for kule, som funksjon av Reynoldstallet. (Fra
Schlichting, 1968)

Et skip som beveger seg med jevn fart vil danne overflatebglger. Disse vil
ta energi fra skipet og motstandskraften som virker pa skipet vil i dette tilfellet
bade skyldes bplgedannelsen (bglgemotstand) og friksjonsvirkningen (friksjons-
motstand). Dersom skipet seiler pa dypt vann og langt bort fra andre ting som
kan forstyrre strgmningsforholdene omkring skipet sa vil skipets fart U, skipets
lengde L, tyngdeakselerasjonen g og vannets viskositet veere de parametrene
som i fgrste rekke bestemmer strgmningsforholdene for geometrisk ensartete
skip. Dette innser vi fordi Reynoldstallet

ge = love _ LU
v v
og Froudetallet
Fr= U—g = U—Q
gls gL

er de eneste parametrene som inngar i den skalerte bevegelseslikningen (12.3).
Skal vi i dette tilfellet ha dynamisk ensartethet mellom modell og prototype sa

(LU> B (LU>
V' / modell VvV / prototype

9L modell 9L prototype

Modell-lovene krever i dette tilfelle bade similaritet i Reynoldstall og i Froude-
tall.

(¢}
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En skipsmodell som skal testes i modelltank bygges ofte i skala 1:50. Proto-
typen har lengde L, = 200 m og skal kjgres med fart u, = 10 m/s. Modellens
lengde er fplgelig 5 m. For & oppna similaritet i Froudetall mellom modell og
prototype i henhold til likning (ovenfor) ma modellen kjores med hastighet

L
U = Upy | —= = 1.41m/s
Ly
Kreves samtidig similaritet i Reynoldstall ma modellforsgket foretaes i en vaeske
med viskositet

Lpum,
Vi = Vp—

=2.8-10"%y,

pUp

hvor v, er viskositeten i fullskalaforsgket i.e. viskositeten av vann. I praksis vil
det derfor vaere umulig a fa oppfylt kravene bade til Froudetall og Reynoldstall
similaritet. Det ville i sa fall kreve at modellforsgket kunne utfgres i en vaeske
med viskositet mindre enn ﬁ av den for vann!

For & kunne utnytte resultater fra forsgk i vanlige modell-tanker til for
eksempel a bestemme motstanden pa skipsskrog i full skala trenges det derfor
tilleggsantagelser. Motstandskraften F' som skipet blir utsatt for kan skaleres
med % pU?S hvor S na betegner den ”vate” delen av skipets bunnflate Vi kan
derved innfgre en motstandskoeffisient C'p som er en funksjon av to parametre
nemlig Reynoldstallet og Froudetallet. Vi skriver dette pa formen

F
———— =Cp(Re, Fr
$pU2S pl )
Froude antok at motstandskoeffisienten Cp kan deles i to Cr og Cr hvor den
fgrste avhenger kun av Reynoldstallet og den andre avhenger kun av Froude-
tallet.

Cp(Re, Fr) = Cr(Re) + Cp(Fr)

C'r representerer hovedsakelig friksjonsmotstanden som skyldes de viskgse skjeer-
spenninger mot bunnflate og denne kan estimeres slik som antydet i avsnittet om
grensesjikt. C'r representerer bglgemotstanden og denne delen av motstanden
kan bestemmes ved modellforsgk hvor det er Froudetall similaritet mellom mod-
ell og prototype.

Ved vanlig seilingshastighet vil bglgemotstanden dominere over friksjons-
motstand for sma skip. For de store supertankerne er friksjonsmotstanden
av samme stgrrelse og i mange tilfelle stgrre enn bglgemotstanden. Ved sma
hastigheter vil friksjonsmotstanden dominere. Den totale motstandskoeffisien-
ten for skip ligger i omradet 2 - 1073 — 6 - 1073 avhengig av Reynoldstallet og
Froudetallet.



