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Geir Pedersen

Oppg. 1 .

a) Kontinuitetslikningen, ∇ · v = 0, i sylinderkoordinater (bruker formelark)

1

r

∂(ru)

∂r
+
∂w

∂z
= 0.

Siden w = w(r) forsvinner siste ledd og

∂(ru)

∂r
= 0⇒ ru = A,

der A er en konstant. Fordi vi har heft ved sylinderen er u(a) = 0 og A = 0.
Da følger at u = 0 overalt.

b) Navier-Stokes likning

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p+ ν∇2v − gk.

N̊a er v = w(r)k som gir ∂v
∂t = 0 og

∇v =
∂w

∂r
irk.

Da blir

v · ∇v = wk ·
(
∂w

∂r
irk

)
= 0.

Hele akselerasjonen er null.
Formelarket gir n̊a videre

∇2v = ∇2wk =
1

r

∂

∂r

(
r
∂w

∂r

)
k.

De tre komponentene av Navier-Stokes likning blir da

0 = −1

ρ

∂p

∂r
,

0 = − 1

rρ

∂p

∂θ
,

0 = −1

ρ

∂p

∂z
+
ν

r

d

dr

(
r

dw

dr

)
− gk.
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Ved sylinderen har vi heft og f̊ar randbetingelsen

w(a) = 0.

Spenningstensoren er

P = −pI + µ(∇v +∇v∗) = −pI + µ
dw

dr
(irk + kir).

Den dynamiske betingelsen ved r = b gir s̊a

−p0ir = ir · P = −pir + µ
dw

dr
k.

Komponentvis

p(b, θ, z) = p0, og
dw(b)

dr
= 0.

ir og iθ komponentene av bevegelseslikningen gir p = p(z), mens betingelsen p̊a
normalspenningen ved r = b da fører til

p = p0,

overalt.
k komponenten av bevegelseslikningen kan n̊a skrives

d

dr

(
r

dw

dr

)
=
g

ν
r,

som gir
dw

dr
=

g

2ν
r +

B

r
,

der B er en konstant. Bruker vi n̊a dw(b)
dr = 0 finner vi B = −gb2

2ν og

dw

dr
=

g

2ν

(
r − b2

r

)
.

Denne integreres til

w =
g

2ν

(
1

2
r2 − b2 ln

(r
a

)
+D

)
,

der faktoren 1/a i logaritmen er tatt med for å unng̊a benevning og konstanten
D er trukket innfor parantesene av bekvemmelighet.
Den kinematiske betingelsen w(a) = 0 gir da D = −1

2a
2 og

w =
g

2ν

(
1

2
(r2 − a2)− b2 ln

(r
a

))
,
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c) Spenningen p̊a sylinderen er

P = ir · P = −p0ir + µ
dw(a)

dr
k.

Draget er gitt skjærspenningen (det siste leddet) som er konstant p̊a sylin-
deren. For å f̊a kraften ganger vi bare med arealet (normalspenningen nuller
deg forøvrig ut) og setter inn fra uttrykk for dw

dr gitt i forrige delspørsm̊al

D = 2πaHµ
dw(a)

dr
= −2πρgH(b2 − a2).

Siden volumet av væsken rundt sylindersegmentet med høyde H er 2πH(b2−a2)
følger at D er tyngden av denne væsken. Slik m̊a det være fordi væska ikke
akselereres og vertikal kraft fra sylinderen da eksakt m̊a motvirke tyngden. En
mer formell begrunnelse kan gis ved å se p̊a momentumbalense i væskevolumet
avgrenset av en z0 og z0 +H.

Oppg. 2 . Vi ser p̊a et volum τ omsluttet av randa σ.
Kravet til likevekt er at summen av ytre krefter p̊a volumet er null. Vi har to
type ytre krefter:
(i) spenningskrefter p̊a overflaten
(ii) volumkrefter

(i): P̊a hvert flatelelement virker spenningskraften

Pn dσ = n · P dσ.

I sum gir dette ∫
σ

n · P dσ.

(ii): Et lite volumelement har massen ρ dτ og er da p̊avirket av tyngdekraften

−ρ dτgk.

Summert: ∫
τ

−ρ dτgk.

Setter vi bidragene sammen∫
σ

n · P dσ +

∫
τ

−ρgk dτ = 0.

Gauss sats for flateintegralet gir s̊a∫
τ

(∇ · P − ρgk) dτ = 0.

Denne er oppfylt for alle τ . Deler vi p̊a volumet og lar det krympe mot null
følger da

∇ · P − ρgk = 0.
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Oppg. 3 .

a) Ved randa x = 1
2a er den utadrettede normalen i og dynamisk randbetingelse

gir
−pi = i · P = ipxx + jpxy + kpxz.

Denne gir pxx = −p og pxy = pxz = 0.
Ved x = −1

2a er normalen −i og betingelsen

pi = −i · P = −ipxx − jpxy − kpxz,

og vi f̊ar igjen pxx = −p og pxy = pxz = 0.

Tilsvarende f̊ar vi
pyy = −p og pxy = pyz = 0 ved y = ±a
pzz = −p og pxz = pyz = 0 ved z = ±a

Da er
pxy = 0 ved de fire rendene gitt ved x = ±a eller y = ±a.
pxz = 0 ved de fire rendene gitt ved x = ±a eller z = ±a.
pyz = 0 ved de fire rendene gitt ved y = ±a eller z = ±a.

b) N̊ar vi antar at ikke-diagonal-elementene i P er null overalt i kuben kan vi
sette

P = pxxii + pyyjj + pzzkk,

og

∇ · P =
∂pxx
∂x

i +
∂pyy
∂y

j +
∂pzz
∂z

k.

Innsetting i likevektslikningen fra forrige oppgave gir da x-komponenten

∂pxx
∂x

= 0⇒ pxx = F (y, z),

der F er en funksjon som m̊a finnes. Randbetingelsene fra det forrige delspørsm̊alet
gir

−p(z) = pxx(
1

2
a, y, z) = F (y, z) og − p(z) = pxx(−1

2
a, y, z) = F (y, z).

Da følger F = −p(z) og pxx = −p(z).

Tilsvarende gir y komponenten pyy = −p(z).

For z-komponenten blir det litt mer komplisert. Likevektslikning gir

∂pzz
∂z

= ρg ⇒ pzz = G(x, y) + ρgz.

Randbetingelsene gir n̊a

z =
1

2
a : −(p0 −

1

2
ρga) = −p(1

2
a) = pzz(x, y,

1

2
a) = G(x, y) +

1

2
ρga,
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og

z = −1

2
a : −(p0 +

1

2
ρga) = −p(−1

2
a) = pzz(x, y,−

1

2
a) = G(x, y)− 1

2
ρga.

Disse gir G = −p0 og pzz = −p0 + ρgz = −p(z).

Tilsammen: pxx = pyy = pzz = −p(z).
Merknad: denne enkle løsningen kan ikke realiseres dersom ikke tetthetene av
kube og væske var like.

c) Hooks lov gir
pxx = λ∇ · u + 2µεxx,
pyy = λ∇ · u + 2µεyy,
pzz = λ∇ · u + 2µεzz,
pxy = 2µεxy,
pxz = 2µεxz,
pyz = 2µεyz.

Vi kjenner p’ene og m̊a løse for ε’ene.
De tre nederste gir med en gang at εxy = εxz = εxz = 0.
Siden pxx, pyy og pzz er like gir de tre øverste likningene med en gang at
εxx = εyy = εzz. Siden ∇ · u = εxx + εyy + εzz = 3εxx følger

−p(z) = (3λ+ 2µ)εxx → εxx = − p(z)

3λ+ 2µ

Merknad: Innfører vi E = µ(2µ+ 3λ)/(µ+ λ) (Youngs modul) og ν = λ/(2µ+
2λ) (Poissons forhold) kan vi skrive

εxx = εyy = εzz = −1− 2ν

E
p(z),

som viser at tøyningene er sammensatt av en kompresjon og to tverrekspan-
sjoner.

d) Vi m̊a finne u, v og w som passer med ε’ene fra forrige delspørsm̊al.
Vi starter med

∂u

∂x
= εxx = −Kp0, der K = 1/(3λ+ 2µ).

Integrasjon gir
u = −Kp0x+H(y, z).

Symmetribetingelsen u(0, y, z) = 0 gir s̊a H = 0 og

u = −Kp0x.

Tilsvarende gir
∂v

∂y
= εyy = −Kp0,

at
v = −Kp0y +Q(x, z).
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og v(x, 0, z) = 0 gir s̊a
v = −Kp0y.

Integrasjon av
∂w

∂z
= εzz = −Kp0,

gir
w = −Kp0z +R(x, y).

Betingelsen w(x, y, 0) = 0 gir R = 0.
Vi har n̊a bestemt u. Det gjenst̊ar å sjekke at εxy = εxz = εyz = 0. Dette blir
enkelt oppfylt fordi ∂u

∂y = 0 etc.
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