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FASIT

Oppgave 1

(a) Modell:

Xijk = µ+ αi + βj + γij + εijk

der εijk er uavhengige, normalfordelte med forventning 0 og varians
σ2.

Estimat p̊a variansen er 5.99 i dette tilfellet, (MS for residuals).

(b) Første line svarer til H0 : αi = 0 for alle i. Forkastes med P-verdi lik
0.0018

Andre linje svarer til H0 : βj = 0,for alle j. Forkastes med P-verdi
tilnærmet lik 0.

Tredje linje svarer til H0 : γij = 0, for alle i, j. Her vil vi ikke forkaste
hypotesen (med P-verdi lik 0.251).

En kan da forenkle modellen til

Xijk = µ+ αi + βj + εijk

dvs ingen interaksjonsledd.

Oppgave 2

(a) For å bruke χ2 testen bør en ha en forventet verdi p̊a minst 5 for
hver kategori. De to siste kategoriene har mye mindre forventninger,
men hvis vi sl̊ar de sammen med den 3. kategorien, vil alle kategorier
tilfredsstille dette.

(Fortsettes p̊a side 2.)
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Med 3 kategorier og en fri parameter har vi 3-1-1=1 frihetsgrad. Dette
betyr at vi vil forkaste H0 : Data følger Poisson fordelingen hvis χ2 >
χ2
α,1 = 3.841 hvis α = 0.05. I dette tilfellet er testobservatoren langt

større og vi f̊ar dermed forkastning. Siden ogs̊a χ2 > χ2
0.001,1 = 10.82,

s̊a er P-verdien mindre enn 0.001.

Vi kan dermed konkludere med at vi kan forkaste hypotesen om at
dataene følger en Poisson fordeling p̊a signifikansniv̊a 0.05 (P-verdi <
0.001).

(b) Da θ = Pr(Y = 0t), m̊a vi ha 0 ≤ θ ≤ 1. For θ = e−λ, blir
Pr(Y = y) = λye−λ/y! for alle y som svarer til Poisson fordelingen.

(c) Vi har at

L(θ) =

n∏
i=1

p(yi) =

n∏
i=1

∞∏
y=0

p(y)I(yi=y)

=

∞∏
y=0

p(y)
∑n

i=1 I(yi=y) =

∞∏
y=0

p(y)Ny .

Dermed blir

l(θ) =
∞∑
y=0

Ny log(p(y))

=N0 log(p(0)) +
∞∑
y=1

Ny log(p(y))

=N0 log(θ)+
∞∑
y=1

Ny[log(1− θ) + λ− log(eλ − 1) + y log(λ)− λ− log(y!)]

=Konst +N0 log(θ) + (n−N0) log(1− θ)

− (n−N0) log(eλ − 1) + log(λ)
∞∑
y=1

yNy.

(d) Score-funksjonen er de deriverte av log-likelihood funksjonen mhp
parametrene. Vi har at

s1(θ) =
∂

∂θ
l(θ)

=
N0

θ
− n−N0

1− θ
og

s2(θ) =
∂

∂λ
l(θ)

=− (n−N0)
eλ

eλ − 1
+

1

λ

∞∑
y=1

yNy

(Fortsettes p̊a side 3.)
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Videre er

E[s1(θ)] =
nθ

θ
− n− nθ

1− θ
= 0.

Tilsvarende er

E[s2(θ)] =− (n− nθ) eλ

eλ − 1
+ n(1− θ) 1

λ

eλ

eλ − 1
λ

=− n(1− θ)[ eλ

eλ − 1
− eλ

eλ − 1
] = 0

Den generelle teorien sier ogs̊a at forventningen skal være null.

Mellomregning, ikke krevd i oppgaven
Merk at siden s1 ikke avhenger av λ, s̊a er kryss-leddene i informasjonsma-
trisene lik 0.

− ∂2

∂θ2
l(θ) =

N0

θ2
+
n−N0

(1− θ)2

med forventning

E[− ∂2

∂θ2
l(θ)] =

nθ

θ2
+

n− nθ
(1− θ)2

=
n

θ
+

n

1− θ

mens

− ∂2

∂λ2
l(θ) =− (n−N0)

eλ

(eλ − 1)2
+

1

λ2

∞∑
y=1

yNy

med forventning

E[− ∂2

∂λ2
l(θ)] =− (n− nθ) eλ

(eλ − 1)2
+

1

λ2
n(1− θ) eλ

eλ − 1
λ

=n(1− θ) eλ

eλ − 1

[
1

λ
− 1

eλ − 1

]
(e) Et problem med Newton-Raphson algoritmen er at J ikke behøver

å være positiv definit. Hvis den ikke er det, vil den kvadratiske
tilnærmingen ikke ha et maksimumspunkt, og oppdateringen kan gi
en d̊arligere gjett p̊a makspunktet enn forrige verdi.

Scoring-algoritmen er en modifikasjon av N-R, ved at J erstattes
med dens forventning, I. Siden I er kovariansmatrisen til scoring
funksjonen, vil den alltid være positivt definit, og dermed løse denne
svakheten ved N-R.

At informasjonsmatrisene er diagonale, betyr at de to parametrene
oppdateres uavhengige av hverandre noe som b̊ade forenkler og kan gi
raskere konvergens (dette har vi ikke diskutert i kurset).

(Fortsettes p̊a side 4.)
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(f) Vi har at

θ(s+1) =θ(s) +

N0

θ(s)
− n−N0

1−θ(s)
n
θ(s)
− n

1−θ(s)

=θ(s) +
N0(1− θ(s))− (n−N0)θ

(s)

n(1− θ(s))− nθ(s)

=θ(s) +
N0

n
− θ(s)

=
N0

n

Denne verdien avhenger ikke av θ(s) slit at vi vil f̊a den samme verdien
p̊a hver eneste iterasjon.

(g) Kan løse s1(θ) = 0 direkte. Gir

N0

θ
− n−N0

1− θ
= 0

⇓
N0(1− θ)− (n−N0)θ = 0

⇓

θ =
N0

n

Kan dermed sette denne løsningen inn direkte og behøver kun å
optimere likelihood funksjone mhp én parameter. Dette gir som regel
mye raskere konvergens til max-punkt.

(h) Siden informasjonsmatrisene er diagonale, er ogs̊a de inverse diagonale.
Dermed vil de asymptotiske kovariansmatrisene være diagonale og
estimatene θ̂ og λ̂ er tilnærmet uavhengige.

Et 95% konfidensintervall for θ er [θ̂ ± z0.025sθ̂. Med z0.025 = 1.960 og

sθ̂ =
√

1/I11 = 0.0289, f̊ar vi et intervall [0.696, 0.810].

Et 95% konfidensintervall for λ er [λ̂± z0.025sλ̂. Med z0.025 = 1.960 og

sλ̂ =
√

1/I22 = 0.164, f̊ar vi et intervall [0.651, 1.294].

(i) Bootstrap intervall for θ: δL = 0.695 − 0.753 = −0.058, δU =
0.812− 0.753 = 0.059 som gir intervallet [0.695, 0.812].

Bootstrap intervall for λ: δL = 0.656 − 0.972 = −0.316, δU =
1.298− 0.972 = 0.326 som gir intervallet [0.646, 1.288].

Svært like intervaller. Indikerer at normaltilnærming er rimelig.

(j) Ønsker å teste H0 : θ = exp(−λ).

Kan lage et bootstrap konfidensintervall for θ − exp(−λ). Hvis dette
ikke dekker 0, betyr det at θ er signifikant forskjellig fra exp(−λ) og
vi kan forkaste H0.


