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• 4&) &' I = 3 %#50&' 2,' )&-.&' )6' ,1 J = 3 %#50&' 2,' 7 ) *8+ ),'9

:%) ** 2'#;&)+1' (&' 2,' + -+.#**&) <#%)&' 7+=,%&%! -&**,- )&-.&' )6'

,1 7 ) *8+ ),' &' ( (I − 1)(J − 1) = 2 · 2 = 49 :*)&'% )#5) 7 % 5#

>&%8))&  ) (&) ),) *&  %) ** 2'#;&)+1' (&' &' n − 1 = 18 − 1 = 17? +*#7
 )  %) ** 2'#;&)+1' (&' 2,' + -+.#**&) &' 17− 2− 2− 9 = 49

• @5 (' )+6--&% 2,' '&+#(6 *&%& &' SSE = 27.0 -&( A 2'#;&)+1' (&'9

B#((&*75 (' )+6--&% 2,' '&+#(6 *&%& &' ( MSE = 27.0/9 = 3.09

• CD,>+&'5 ),'&% 2,' + -+.#** -&**,- )&-.&' )6' <2 7),' :! ,1 7 ) *8+ D

),' <2 7),' E! &' 1#)) +,- F = MSAB/MSE (&' MSAB &' -#((&*D

75 (' )+6--&% 2,' + -+.#**&)9 "# 20'  ) F = 9.6/3.0 = 3.29

>! "&( ),5&#+ 5 '# %+ % *8+& >&)' 7)&' 5&( (& '&1#+)'&')& '& 7+=,%+; +)#1D

;&)&%& +,- ,>+&'5&')& 5&'(#&'  5 +),7 )#+7& 5 '# >*&' Xijk +,- &' 1#)) 5&(

Xijk = µ+ αi + βj + γij + ǫijk ; k = 1, 2 ; j = 1, 2, 3 ; i = 1, 2, 3 ;

(&' ǫijk D &%& &' 6 5;&%1#1& ,1 N(0, σ2) D 2,'(&*)&9 C,' 0 1=/'& . ' -&)&'&%& #

-,(&**&% #(&%)#$+&'> '& -0 (& )#*2'&(++)#**& %,&% '&+)'#7+=,%&'9 4&) &' 5 %*#1

0  %)  )
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i=1 αi =

∑3
j=1 βj =

∑3
i=1 γij =

∑3
j=1 γij = 09
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)$ 5)- γij 9 ).) %*& :)%,$!2)$ %#&%'!(()-7 ;2!% γij = 0 +*$ i, j = 1, 2, 3 )$ 5)-
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-)%-*:%)$2#-*$). F = MSAB/MSE7 ;2!% H0 )$ %#..? )$ -)%-*:%)-2#-*$).
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#6 8 0$/'') ./&&)$ i )$ 5)- ni !.%),-)$7  ! (#$ p(xi) 2K$) %#..%1.(!0")-).
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).-). 5L )(()$ *2)$()2) +*$%L,)-7 ;2!% !.%),-).) 5L$M*2)$()2)$ /#2").0!0 #2

"2)$#.5$)? "#$ 2! )- :!.*&!%, +*$%L,7 N# )$ #.-#(( !..%),-)$ %*& 5L$ :!.*&!%,

+*$5)(-? Yi ∼ :!.(ni, p(xi))7
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L(β0, β1) =
5∏

i=1

(
ni

yi

)
p(xi)

yi (1− p(xi))
ni−yi

=
5∏

i=1

(
ni

yi

)(
eβ0+β1xi

1 + e β0+β1xi

)yi (
1− eβ0+β1xi

1 + eβ0+β1xi

)ni−yi

=
5∏

i=1

(
ni

yi

)
eβ0yi+β1xiyi

(1 + eβ0+β1xi)ni

<6 Q*09(!,)(!"**5 +/.,%P*.). )$ 0!-- 2)5R

l(β0, β1) = logL(β0, β1)

=
5∑

i=1

{
log

(
ni

yi

)
+ β0yi + β1xiyi − ni log

(
1 + eβ0+β1xi

)}
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s0(β0, β1) =
∂

∂β0

l(β0, β1) =
5∑

i=1

{
yi − ni

eβ0+β1xi

1 + eβ0+β1xi

}

&-

s1(β0, β1) =
∂

∂β1

l(β0, β1) =
5∑

i=1

{
xiyi − nixi

eβ0+β1xi

1 + eβ0+β1xi

}

2. 3"#+"# &$$ !/ $%&#"()*+$,&*"*" +!* $+#.0"$ $&3

sj(β0, β1) =
∂

∂βj

l(β0, β1) =
5∑

i=1

xj
i

{
yi − ni

eβ0+β1xi

1 + eβ0+β1xi

}

(&# j = 0, 14

15 2"1 6 /! )/-!*-$7)*+/ . 1"/ $.$/" )//#8++"/ . (&##.-" 7)*+/9 :**"# 0. (&#

j, k = 0, 1 !/

Jjk(β0, β1) = − ∂2

∂βj∂βk

l(β0, β1) = −
∂

∂βk

sj(β0, β1)

=
5∑

i=1

nix
j
i

∂

∂βk

(
eβ0+β1xi

1 + eβ0+β1xi

)

=
5∑

i=1

ni x
j+k
i

eβ0+β1xi

(1 + eβ0+β1xi)2
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β
(s+1)
0 &- β

(s+1)
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[
β
(s+1)
0

β
(s+1)
1

]
=

[
β
(s)
0

β
(s)
1

]
+  (β

(s)
0 , β

(s)
1 )−1

[
s0(β

(s)
0 , β

(s)
1 )

s1(β
(s)
0 , β

(s)
1 )

]

(&# s = 0, 1, 2, . . . 4 2. $/&77"# ./"#!$,&*"* *6# <61" |β(s+1)
0 − β

(s)
0 | < ǫ

&- |β(s+1)
1 − β

(s)
1 | < ǫ (&# "* -.// *B8!+/.->"/ ǫ C(&# "+$"37"= ǫ = 10−654
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(s+1)
0 &-

β
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(0)
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(0)
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eβ0+β1xi =
p(xi)

1− p(xi)
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Eksamen i STK2120, 7. juni 2013 Side 4

som gir at

β0 + β1xi = log

(
p(xi)

1− p(xi)

)

Ved å benytte at andelen døde i gruppene 1 og 5 er henholdsvis 6/48 og 44/50
og at log-dosene i disse gruppene er 0.41 og 1.01, kan vi finne startverdier
ved å løse likningene

β
(0)
0 + 0.41β

(0)
1 = log

(
6/48

1− 6/48

)
= −1.946

β
(0)
0 + 1.01β

(0)
1 = log

(
44/50

1− 44/50

)
= 1.992

Det gir β
(0)
0 = −4.64 og β

(0)
1 = 6.56.

f) Maksimum likelihood estimatorene er tilnærmet normalfordelte:

β̂j
tiln
∼ N(βj, σ

2
β̂j
) ; j = 0, 1

Vi estimerer variansene til estimatorene ved elementene p̊a diagonalen i den
inverse informasjonsmatrisen. Spesielt har vi at σ̂2

β̂1

= 0.782.

P̊a vanlig måte er et (tilnærmet) 95% konfidensintervall for β1 gitt ved

β̂1 ± 1.96 σ̂
β̂1

Det gir intervallet 7.011± 1.733, dvs. fra 5.278 til 8.744.

g) LD50 (som st̊ar for “lethal dose 50%”) er den verdien av log-dosen x som
svarer til 50% dødelighet, dvs. p(x) = 0.50. Av uttrykket (2) for den logistiske
modellen finner vi at LD50 er løsningen av ligningen β0 + β1LD50 = 0, dvs.
LD50 = −β0/β1. Et estimat for LD50 er dermed

L̂D50 =
β̂0

β̂1

=
−4.792

7.011
= 0.683

h) For gruppe i bestemmer vi forventet antall døde av uttrykket ei = nip
∗(xi),

der p∗(xi) er gitt ved det logistiske uttrykket (2) med maksimum likelihood
estimatene 4.792 og 7.011 innsatt for β0 og β1. Merk at forventet antall
levende i gruppe i er ni − ei.

For å teste nullhypotesen om at dødssannsynlighetene er gitt ved den
logistiske modellen, kan vi bruk den kji-kvadratobservatoren vi f̊ar ved å
sammenligne observert antall døde og observert antall levende for de fem
gruppene med de tilsvarende forventete antallene:

χ2 =
5∑

i=1

{
(yi − ei)

2

ei
+

[ni − yi − (ni − ei)]
2

ni − ei

}

=
5∑

i=1

{
(yi − ei)

2

ei
+

(yi − ei)
2

ni − ei

}

(Fortsettes p̊a side 5.)



Eksamen i STK2120, 7. juni 2013 Side 5

Under nullhypotesen er testobservatoren kji-kvadratfordelt. Antall frihets-
grader er lik antall parametere i apriori modellen (hvor dødssannsynlighetene
i de fem gruppene kan variere fritt) minus antall parametere under den
logistiske modellen, dvs. 5− 2 = 3.

Vi finner at

χ2 =
(6− 6.15)2

6.15
+
(6− 6.15)2

48− 6.15
+ · · ·+

(44− 45.40)2

45.40
+
(44− 45.40)2

50− 45.40
= 1.32

Av tabellen for kji-kvadratfordelingene ser vi at χ2
0.90,3 = 0.584 og χ2

0.10,3 =
6.251. P-verdien for testen blir dermed mellom 90% og 10% (og nærmere 90%
enn 10%). Det betyr at vi ikke forkaster nullhypotesen, og vi kan konkludere
med at den logistiske modellen gir en god beskrivelse av dataene. (For å
forkaste nullhypotesen p̊a 5% niv̊a måtte testobservatoren ha vært større
enn χ2

0.05,3 = 7.815.)

i) En annen test vi kan bruke er sannsynlighetskvotetesten (likelihood
ratio testen). For å utføre denne testen bestemmer vi maksimum likelihood
estimatene for den fulle modellen, dvs. for modellen der dødssannsynlighetene
p(xi) ikke (nødvendigvis) er gitt ved den logistiske modellen (2). Disse
maksimum likelihood estimatene er gitt som p̂(xi) = yi/ni.

Sannsynlighetskvoten (likelihood ratio) kan da skrives som

Λ =

∏5
i=1

(
ni

yi

)
p∗(xi)

yi(1− p∗(xi))
ni−yi

∏5
i=1

(
ni

yi

)
p̂(xi)yi(1− p̂(xi))ni−yi

=
5∏

i=1

{(
p∗(xi)

p̂(xi)

)yi
(
1− p∗(xi)

1− p̂(xi)

)ni−yi
}

=
5∏

i=1

{(
nip

∗(xi)

nip̂(xi)

)yi
(
ni − nip

∗(xi)

ni − nip̂(xi)

)ni−yi
}

=
5∏

i=1

{(
ei
yi

)yi
(
ni − ei
ni − yi

)ni−yi
}

Vi forkaster nullhypotesen n̊ar sannsynlighetskvoten er tilstrekkelig liten,
eller ekvivalent n̊ar

−2 log Λ = 2
5∑

i=1

{
yi log

(
yi
ei

)
+ (ni − yi) log

(
ni − yi
ni − ei

)}

er tilstrekkelig stor. Under nullhypotesen er −2 log Λ tilnærmet kjikvadrat-
fordelt med 5− 2 = 3 frihetsgrader, s̊a vi forkaster nullhypotesen p̊a niv̊a 5%
hvis −2 log Λ > χ2

0.05,3 = 7.815.

(Fortsettes p̊a side 6.)
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 ! "  = [0, 0, . . . , 0]′ #$%& '&( n)'*+&(,-.( /& (0//#&12.%&(3 4 &%

5.%#&(2(*(6,#&12.%&( E(!) = [E(Y1), E(Y2), . . . , E(Yn)]
′
2*/ ! 6*22 #&'

E(!) = E ("β + ε) = "β + E(ε) = "β +  = "β

4&2 57/6&%  2 β̂ 8 % 5.%#&(2(*(6,#&12.%

E(β̂) = E
(
["′

"]
−1
"

′
!

)
= ["′

"]
−1
"

′E (!) = ["′
"]

−1
"

′
"β = β

4&2 #*,&%  2 β̂ &% 5.%#&(2(*(6,%&223

9* 8 %  2 εi)&(& &% 0 #8&(6*6& .6 N(0, σ2))5.%'&/2&3 4&%5.% 8 % !

1.# %* (,+ 2%*,& Cov(!) = σ2
#: '&% # &% *'&(2*2&2,+ 2%*,&(  # '*+&(,-.(

n× n3 ;# '&22& 57/6&% '&2  2 1.# %* (,+ 2%*,&( 2*/ β̂ </*%=

Cov(β̂) = Cov
(
["′

"]
−1
"

′
!

)

= ["′
"]

−1
"

′Cov (!)
(
["′

"]
−1
"

′

)
′

= ["′
"]

−1
"

′
(
σ2
#

)
" ["′

"]
−1

= σ2 ["′
"]

−1
"

′
" ["′

"]
−1

= σ2
$

'&% $ = ["′
"]

−1
3

<! 9* ,&% (> ?> 5.%#&(2(*(6&( ,# %&('& 2*/ #&%'*&(& x∗1, . . . , x
∗

k  #

5.%1/ %*(6,# %* </&(&: '#,3

µ(x∗1, . . . , x
∗

k) = β0 + β1x
∗

1 + · · ·+ βkx
∗

k = (%∗)′β

'&% %

∗ = [1, x∗1, . . . , x
∗

k]
′

3 9* &,2*+&%&% '&((& #&'

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) = β̂0 + β̂1x
∗

1 + · · ·+ β̂kx
∗

k = (%∗)′β̂

9* 8 %  2

E (µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)) = E
(
(%∗)′β̂

)
= (%∗)′E(β̂) = (%∗)′β = µ(x∗1, . . . , x

∗

k),

,> &,2*+ 2.%&( &% 5.%#&(2(*(6,%&223

9 %* (,&( 2*/ &,2*+ 2.%&( </*%=

V (µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)) = V
(
(%∗)′β̂

)
= (%∗)′Cov(β̂)%∗

= (%∗)′
(
σ2
$

)
%

∗ = σ2 (%∗)′$%∗
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 ! "# $%& %' µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) = ( ∗)′β̂ = ( ∗)′ [!′
!]

−1
!

′
"( )*' +*',&

%' µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) *& *- .#-*/&012+#-%341- %5 6* -1&2%.71&6*.'* Yi8*-*9 3:

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) *& -1&2%.71&6*.'( )*' 7;.<*& %' 6*- 3'%-6%&6#3*&'* 5%&#%+*.*-

Z =
µ̂(x∗1, . . . , x

∗

k)− µ(x∗1, . . . , x
∗

k)√
σ2( ∗)′# ∗

,

*& 3'%-6%&6-1&2%.71&6*.'( "#6*&* *& 6*' 04*-' %' U = [n − (k + 1)]S2/σ2
*&

04#805%6&%' 71&6*.' 2*6 ν = n− (k + 1) 7&#$*'3<&%6*& 1< %' S2
*& =%5$*-<#<

%5 β̂( )% *& Z =%5$*-<#< %5 U 9 1< 6*' 7;.<*& %'

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)− µ(x∗1, . . . , x
∗

k)

S
√

( ∗)′# ∗
=

µ̂(x∗

1
,...,x∗

k
)−µ(x∗

1
,...,x∗

k
)√

σ2( ∗)′! ∗

√
[n−(k+1)]S2/σ2

n−(k+1)

=
Z√
U
ν

*& t871&6*.' 2*6 ν = n− (k + 1) 7&#$*'3<&%6*&(

>5 6*''* $%& 5# %'

P

(
−tα/2,n−(k+1) ≤

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)− µ(x∗1, . . . , x
∗

k)

S
√
( ∗)′# ∗

≤ tα/2,n−(k+1)

)
= 1−α

?: 5%-.#< 2:'* <#& 6*''* 7;.<*-6* 100(1 − α)@ 01-A6*-3#-'*&5%.. 71&

µ(x∗1, . . . , x
∗

k)B

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)± tα/2,n−(k+1) S
√

( ∗)′# ∗

6! "# $%&

Y ∗ = β0 + β1x
∗

1 + · · ·+ βkx
∗

k + ε∗ = µ(x∗1, . . . , x
∗

k) + ε∗

6*& ε∗ *& N(0, σ2)871&6*.' 1< =%5$*-<#< %5 ε1, ε2, . . . , εn( )*' <#& %'

Y ∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) = µ(x∗1, . . . , x
∗

k) + ε∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)

*& -1&2%.71&6*.' 2*6 71&5*-'-#-< .#0 C 1<

V (Y ∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)) = V (µ(x∗1, . . . , x
∗

k) + ε∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k))

= V (ε∗) + V (µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k))

= σ2( ∗)′# ∗ + σ2

= σ2 {1 + ( ∗)′# ∗}

)*&2*6 *&

Y ∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)√
σ2 {1 + ( ∗)′# ∗}
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 !"#$"%$#&%'"()&%$*(!+ ,*$ *! !-( ."%*#$* %* &##*'*#!  &' - )&%%-/* 01#2!

)3(/*% $*! "!

Y ∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)

S
√
1 + ( ∗)′! ∗

*% t4)&%$*(! '*$ n− (k + 1) )%-5*! /%"$*%+ 6*%'*$ 5"% .- "!

P

(
−tα/2,n−(k+1) ≤

Y ∗ − µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)

S
√

1 + ( ∗)′! ∗
≤ tα/2,n−(k+1)

)
= 1− α

7. $*!!* )3(/*% $*! "!

P
(
µ̂(x∗1, . . . , x

∗

k)− tα/2,n−(k+1)S
√
1 + ( ∗)′! ∗ ≤ Y ∗ ≤

µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k) + tα/2,n−(k+1)S
√

1 + ( ∗)′! ∗
)
= 1− α
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µ̂(x∗1, . . . , x
∗

k)± tα/2,n−(k+1) S
√

1 + ( ∗)′! ∗

*! 100(1− α)8 0%*$-2 9&# -#!*%."(( )&% Y ∗+


