STK2120 varen 2012

» Generelle inferensmetoder

> Spesielle modeller/metoder
» Bruk av R

» Vil ikke bli testet pa kommandoer, men ma forsta generelle utskrifter



Generelle inferensmetoder

» Estimering

» Maksimum likelihood

» Konfidensintervaller
» Normaltilnaerming
» Bootstrapping

» Hypotesetesting

» Likelihood ratio test
» Normaltilnaerming

» Bootstrapping



Spesielle modeller og metoder

» Variansanalyse
» Regresjon
» Lineaer

» |kke-linezer
» Logistisk

» Kategoriske data/fgyningstest



Maksimum likelihood /Sannsynlighetsmaksimering

uif
> Y1, ¥n ~ f(y;0)
> L(0;y) =y, ym 0) = [1; f(vi: 0)
> log L(0;y) = > ;log f(yi; 0)
> 0= aéir:‘i::t(ﬁ;:) ~__— Cramer-Rao!
- , asymptotisk effisient

» Analyttiske Igsninger for lineaere/Gaussiske modeller

Ett-/to- utvalgs modeller, variansanalyse, linezr regresjon
» Generelt: Numerisk optimering



Egenskaper til MLE

» For stor n:

b =N, 1(0)1) ~ N(0. J(B;y) )

0?
Observert _~7 J(0;y) = — 90007 log L(0;y)

informasjon 1(0) =E[J(6;y)] Alltid pos. (semi)definit

Fisher-informasjonen
(matrise!)



» Normaltilnaerming: é:,- :I:.ZO_,;/QSE(Q;).
» SE(#;): Normaltilnarming (1/1(0)7) eller bootstrapping



. e FORMELSAMLINGEN!
7 Maksimum likelihood metoden NB!

Anta at X, Xo..... X, har simultan punktsannsynlighet /sannsynlighetstetthet
flxy,20,...,2, | 80), der @ = (f1,....,0;) er en parametervektor (skalar hvis p = 1).
V1 antar at flz1,xa, ..., x5 | 0) tilfr Edsstlllel visse deriverbarhetsbetingelser.

(a) Gitt observerte verdier X; = x;; 1 = 1,..., n; er likelihood-funksjonen

k(@) = f(x1, 29, ..., 25| B) og loglikelihood-funksjonen I(8) = log(lik(0))

(b) Maksimum likelihood estimatet er den verdien av @ som maksimerer lik(@) eller
ekvivalent maksimerer [(@). Hvis vi erstatter de observerte x;-ene med de stokastiske
Xi-ene, far vi maksimum likelihood estimatoren.

(¢) Maksimum likelihood estimatet @ = (f,....,6,) er en lgsning av ligningene
si(0)=0;5=1,...,p; der s;(0) = (9/06,)](8) er score-funksjonene.
Vektoren av SCDI‘Ef‘LH‘LkS]GHEl‘ er 5(0) = (s1(0).....s,(0))7".

(d) Den observerte informasjonsmatrisen J(8) er p x p matrisen med element (i, j)

gitt ved J;;(0) = Bﬂ&ﬁﬂ 1(8).

Den forventede informasjonsmatrisen {eller Fishers informasjonsmatrise)
I(8) er p x p matrisen med element (i, j) gitt ved I;;(8) = E[JI_-,{H]]

For uavhengige og identisk fordelte observasjoner har vi at I(8) = nI(8)
der I(@) er forventet informasjon til en observasjon.



(e) Nar ligningene 1 punkt (c) ikke har en eksphsitt lgsning, kan vi finne maksimum
likelihood estimatet ved a bruke Newton-Raphsons metode:

o) = 9 1+ T 1(99))s(6")
. ved a bruke Fishers scoringsalgoritme:
ot — g L T 1(0))s(0),

eller ved passende modifikasjoner av disse.

(f) Nar vi har “tilstrekkelig mye” data, er f; tilnsermet normalfordelt med forvent-
ning #; 0g med varians lik det i-te diagonalelementet til T I{H}. Kovariansen
mellom 6; og E er tilmzermet lik element (i,7) 1 T 1{3 Vi kan estimere vari-

anser /kovarianser ved & sette inn @ for 8 i I I[H] eller 1 J 1[5].



Numerisk optimering

» Sentrale begreper
> Likelihood L(6;y) = f(y;6)
» Skar funksjonen s(0;y) = % log L(6;y)

» Observert informasjon J(6;y) = _ﬁr log L(6;y)
» Forventet (Fisher) informasjon /(8) = E[J(6;Y)]

» Newton-Raphson

05 = 0° + J(6°:x)"s(6; x)

Eller nlmiR...



Bootstrapping

)

» Av interesse: Egenskaper til 6 = é( ) ved gjentatt bruk av denne

» Bootstrap idé: Simuler 6% = ( “) der y* = (yq.....y, ) er bootstrap
simuleringer av vy.

» |lkke-parametrisk bootstrapping: Trekk y;'. ....y, med tilbakelegging
fra {y1,....¥n}.

» Parametrisk bootstrapping: Anta y; ~ f(y;#). Simuler y;* ~ f(y:0)

» Forventningsskjevhet, usikkerhet, konfidensintervaller
» Egenskaper: STK4170

‘Bootstrapping og resampling’ 3_ .

40

-l

20 22 24 26




FORMELSAMLINGEN!

: NB!
6 DBootstrapping

Anta fordelingen til data X er beskrevet ved en fordelingsfunksjon F. La 6 = 8(F)
vaere en egenskap ved F' som estimeres ved = E"[X ).

(a) Bootstrapping-idéen er a tilnserme egenskapene til # ved & anta at et estimat F
pa F' er den sanne fordelingsfunksjonen.

(b) Bootstrap estimering av skjevhet til #:
1 B
by=—% 6 —6(F
7] B ; b ( j

(c) Bootstrap estimering av standardavvik til f:

VEF((00X7) — EF[B(X7)))2
(d) Standard bootstrap konfidensintervall:
{é o Ea é - Q_)

der § og & er nedre og gvre /2 kvantil 1 bootstrap fordelingen til A = H—6.



Hypotesetesting

uif

Antar data yi,....y, ~ f(y;0)
@nsker 3 teste Hy : 0 € Q¢ mot H, : 0 € Q,
Prosedyre

>

>

>

Spesifiser en test-observator

Bestem et forkastningsomrade for gitt signifikansniva

Beregn test-observator og forkastningsomrade numerisk og

konkluder

» Huvis test-observator i forkastningsomrade, forkast Hy pa det gitte
signifikansniva
» Ellers, konkluder med at det ikke er grunnlag i data for a forkaste Hp
pa det gitte signifikansniva.
Merk: Dette er ikke det samme som a pasta at Hp er riktig!
Ofte vanlig a rapportere P-verdi som angir hvor mye bevis det ligger
I data.

Merk: Bgr skille mellom statistisk signifikant og praktisk signifikant
Ved mye data kan en ende opp med a forkaste Hy : 0 = 0y selv om ¢
er sveert lik fg.



Likelihood ratio test

Antar data yvq, ..., vn uif f(y;0)

@Dnsker a teste Hy : 0 € Q¢ mot H, : 6 € Q,
» Neyman-Pearson: Hy : 0 = g mot H;; 60 = 0,

Av alle tester

) Enkle hypoteser
har LR stgrst styrke IR = L(%:y) yp
(minst type-lI-feil) L(65y)

\ {)ptima | tEStDbSErvatGr

» Generell likelihood ratio

Forkast nar LR liten!

maXgeq, L(0;y)
maxgeq L(0;y)

[R = Q = Qo U2,
Hq 5
» —2log LR = xj df =[] — [Q0]
» P-verdi: Pr(){ﬁf > —2log LR) Gjelder nar n er stor

» Ofte: LR ma beregnes numerisk.



Variansanalyse

» Enveis variansanalyse

Y;j:ﬁ—l—&;—l—&"ﬁ Z&';:G
]

» Hop:a; =0, F = ggg;ﬁj:ﬂ Forkast nar F stor!

/

Ingen gruppe-effekter
Alle Yij fra samme
fordeling

NB! F-fordeling for forholdet mellom
to kji-kvadrat

» Tukey's metode

Simultane konfidensintervall for kontrastene,
for a finne hvilke grupper som skiller seg ut

Studentifisert rangfordeling



1 Enveis variansanalyse FORMELSAMLINGEN!
NB!

Antaat Vij=p4+ai+e;;=12,...,Ji;i =12 ..., 1; der ¢j-ene er uavhengige
og N(0,%)-fordelte. Da har vi at:

(a) Den totale kvadratsummen SST = ZLI Zj‘zl[}ij —Y.)? kan skrives som SST =
SS5E + §5TT der
SSE = ZLI Zj':l(y;;: — Y.)? er kvadratsummen for feil eller kvadratsummen
mnen (“within”) grupper
SS8Tr = ZLI Ji(Y:., — Y.)? er kvadratsummen for behandling eller kvadratsum-

men mellom (“between”) grupper
(b) SSE og SSTr er uavhengige

(¢) MSE = SSE/ [ZLI{ J; —1)] er en forventningsrett estimator for o2
SSE/a? er kji-kvadratfordelt med Zle[ii — 1) frihetsgrader.

(d) Hvis alle ay-ene er lik null, er SST'r/o? kji-kvadratfordelt med I — 1 frihetsgrader

(e) Hvis Jy=Jfori=1,...,I saer
ks g0 (Vi — par) — (oo i) [/ SISETT

fordelt som den studentifiserte variasjonsbredde med parametere I og I(.J — 1).



» Toveis variansanalyse

Y;jk = [ + O + ﬁj + 55; - Sijk

- ~ SSA/(1—1)
Hoai=0 F=cep ik — 1)
, SSB/(J — 1)
Ho:3; =0 F =
0 SSE/IJ(K — 1)
SSAB/(I —1)(J — 1

SSE/IJ(K — 1)



: , FORMELSAMLINGEN!
2 Toveis variansanalyse NB!

Antaat Vig =p+ai+ G +vijtep:k=1,..., K;j5=1,...,J;i=1,...,I; der

eijk-ene er navhengige og N (0, o2)-fordelte. Da har vi at:

(a) Den totale kvadratsummen SST = Z;{:l ijl Zf::lf?% it — Y..)? kan skrives som
SST =55A+ SSB + S5AB + SSE der

SSA=JKY . (V.. —Y.)?
SSB=IKY ] (Y —Y.)?
SSAB=KY; Y ; (Y — Y. —Y;. +Y.)
SSE = Y11 251 e (Yige — Yig)?

(b) SSA, SSB, SSAB og SSE er navhengige

(¢) MSE = SSE/IJ(K — 1) er en forventningsrett estimator for o2.
SSE/o? er kji-kvadratfordelt med I.J(K — 1) frihetsgrader.
(d) Hvis alle a;-ene er lik null, er SSA/o? kji-kvadratfordelt med I — 1 frihetsgrader

(e) Hvis alle 3;-ene er lik null, er SSB/o? kji-kvadratfordelt med J — 1 frihetsgrader

(f) Hvis alle v;;-ene er lik null, er SSAB/a? kji-kvadratfordelt med (I — 1)(J — 1)
frihetsgrader



3 Blokkforsgk (toveis variansanalyse uten gjentak)

Antaat Y, =p+o; + 0, +e:5=1....J:1=1,....1; der ¢;-ene er uavhengige
og N(0,o%)-fordelte. Da har vi at:

(a) Den totale kvadratsummen SST = Z:zl E;ﬂ (Y;; —Y.)? kan skrives som SST =
S55A+ SSB + SSE der

SSA=JY 1 (V. —Y.)?

SSB=1Y7 (YV;-Y.)

SSE=Y Y (Yy =Y =Y, +Y.)?
(b) SSA, SSB og SSFE er navhengige

(¢) MSE = SSE/[(I —1)(J — 1)] er en forventningsrett estimator for o®.
SSE/o? er kji-kvadratfordelt med (I — 1)(J — 1) frihetsgrader.

(d) Hvis alle a;-ene er lik null, er SSA/a? kji-kvadratfordelt med I — 1 frihetsgrader
(e) Hvis alle 3;-ene er lik null, er SSB/o? kji-kvadratfordelt med J — 1 frihetsgrader



Linezer regresjon

> Modell Y; = fo + Y1, Bjxj + &

» Antagelser

> E[E,] =0
Var[si] = o?
» Uavhengighet
Normalfordelte

v

v

» Estimering

e

B=(X"X)"X"Y
> Forventningsrett
/- COV(B) = o?[X"X]?
»

v

2 1 A2
4o 0" = —=>_;(vi — %)
E k til n—k—1 i
gensiaperti g » y=Hy,H= X[XTX]_IXT Hatt-matrisen
\ Prediksjon, leverage
» Konfidensintervaller residualer
b+ fa/2in—k-153, F-test for model utility

R? multippel korrelasjonskoeff.



: . _ FORMELSAMLINGEN!
5 Multippel linezer regresjon NB!

Antaat Y; = Gy + Bjoy +-- -+ Gprg + 600 = 1,2, ... n: der x;;-ene er kjente tall og
ei-ene er navhengige og N(0, o2)-fordelte.

Pa matriseform kan vi skrive modellen som Y = X3, der Y = (Y1,....Yu)  og 3 =
(Bo,....0k)T er henholdsvis n- og k + 1-dimensjonale vektorer, og X = {xi;} er en
n % (k + 1)-dimensjonal matrise. Vi har at:

(a) Minste kvadraters estimator for 3 er 3 = (X7X)1X7Y.
(b) La 3= (f,...,5%)". Daer f;-ene normalfordelte og forventningsrette, og
Var(3) = oci og Cov(Bi, ;) = o
der ¢;; er element (i,7) 1 (k4 1) x (k+ 1) matrisen C = (X7X)™!

(c) LaY; = fo+ Bz +-- -+ Bpai g, og sett SSE = 3 (Y;—Y;)2. Daer S? = SSE/(n—
i—1

(k +1)) en forventningsrett estimator for o2, ::r:g (n — (k+1))8%/ 0% ~ Xﬁ—[k 1)
Videre er S? og 3 uavhengige.

(d) La S5 2 veere den variansestimatoren for 3; vi far ved & erstatte o2 med S? i formlen

for Va.l (3) i punkt b). Daer (5; — B3i) /S5 ~ ta(ky1)-



Logistisk regresjon

Respons Y; € {0, 1}.
Y; ~ Binom(1, p(x;))

E.ﬁu +31x

P(X) - 1L Eﬁu—hﬁu

Numerisk optimering for a finne ML-estimater

Egenskaper/konfidensintervall ved normaltilnarming (eller
bootstrapping)

Eksempel pa Generaliserte linescere modeller, tema i STK3100.



Analyse av kategoriske data

Gruppering av data i kategorier, data er antall innen hver kategori
Sentral fordeling: Multinomisk fordeling

Enveis gruppering

Toveis gruppering

» Test av homogenitet
» Test av uavhengighet



En-veis gruppering

» En populasjon, utvalg pa n, N; antall i kategori |
» Antar (Nq,..., Ng) ~ Multinom(n, p1, .... pk)
» Ho:pi=pio.i =1,....k

k e

. (nj — nmi(0))° Ho

X = E ~ ~ Xk—1-m
P nmi(6)

» 6 er ML-estimat.

» Kan brukes til testing av fordelingsantagelser



To-veis gruppering

» Testing av homogenitet

» | populasjoner, utvalg n; fra populasjon i, nj fra kateg. j

» (N, ..., Niy) ~ Multinom(n;; pi1, ..., pis), i = 1, ..., .
> Ho: pij = pj
» Pearson's \? test, df = (I — 1) % (J —1)

» Testing av uavhengighet
» 1 populasjon, utvalg n, n; fra kateg. (/,j)
(N1, ..oy N, ..., Niy) ~ Multinom(n; p1a, ..., Pijs -, P1I)-

>
> Ho : pj = pi- * pj
» Pearson's \? test, df = (| — 1) % (J — 1)



4
(a)

FORMELSAMLINGEN!
Tabelldata og kji-kvadrattester NB!

Anta at (Ni,..., Ni) er multinomisk fordelt med sannsynligheter p;,

der Y0 Ni=nog i pi=1
Hvis p; = m;(@), der @ = (#.....0,), og @ er maksimum likelihood estimatoren
for 8, sa er

k r 2
a (N; — E;)
=) E

i=1

tilneermet kji-kvadratfordelt med k& — 1 — m frihetsgrader nar E; = nm(é] > 5
for (nesten) alle ¢

Homogenitetstesting: Anta at for I = 1,....1 er (Nj;.....N;;) navhengige og

multinomisk fordelt med sannsynligheter p;;, der ZJ}I:I pij = L.
Hvis py; = --+- = pyj, sa er

T

J
(N;; — Eyj)
Ig :ZZ JE“. j

i=1 j=1

2




tilnsermet kji—kvadl atfordelt med (I — 1)(J — 1) frihetsgrader nar
E;; = (N;N;)/N. =5 for (nesten) alle 7, j

(¢) Uavhengighetstesting: Anta at (Ni1,..., N1y, Noi. ..., Nog N, .

multinomisk fordelt med sa;nnsynlighetm Pij, der Zi 12 =1 Py = 1.

Hvis pi; = pi.p; for alle i, 7, sa er

i=1 j=1

2

tilnsermet kji kvadratfordelt med (I — 1)(J — 1) frihetsgrader nar
E;; = (N;N;)/N. =5 for (nesten) alle i, j

. Npg) er



Veien videre

» STK2120 dekker de generelle prinsipper.

» Kan takle mange ulike situasjoner (ogsa mange vi ikke har diskutert!)

Men...



STK3100 - Innfgring i generaliserte lineaere
modeller

STK4010 - Asymptotisk teori

STKA4020 - Bayesiansk statistikk

STK4030 - Moderne dataanalyse STK4130 - Estimeringsteori
STK4040 - Multivariabel analyse STK4140 - Forsgksplanlegging
STK4050 - Statistiske simuleringer og STK4150 - Miljgstatistikk - romlig statistikk

numeriske beregninger

STK4160 - Statistisk modellvalg

STKA4060 - Tidsrekker . .
STK4170 - Bootstrapping og resampling

STK4080 - Forlgpsanalyse

++ +
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