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Kontroller at oppgavesettet er komplett
fgr du begynner 3 besvare spgrsmalene.

Oppgave 1.

Vannverket i en kommune gnsker & undersgke forekomsten av en bestemt
type bakterier i drikkevannet. For dette formalet tas vannprgver ulike
steder i drikkevannsreservoiret og antall bakterier i1 hver av disse telles.

Vi vil anta at antall bakterier i en vannprgve pa v liter er Poissonfordelt
med parameter vA. Her angir altsd A bakterietettheten pr. liter. Videre
antas antall bakterier i ulike prgver & veere stokastisk uavhengig.

Vannverket tar n prgver med volum vy,v2,...,vs, henholdsvis, og reg-
istrerer antall bakterier X;,X3,...,X, 1 disse.

a) Vis at

:i =Eﬂ:X;/Zﬂ:v.'

i=1 =1
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er en forventningsrett estimator for A og bestem var(}).

Av helsemessige grunner er det viktig at bakterietettheten ikke overstiger
10 pr. liter. Vannverket gnsker derfor a teste nullhypotesen

Ho A __<_ 10
mot alternativet
.H] H /\ > 10

b) Utled en test med signifikansniva 5% for det aktuelle hypoteseprgvings-
problemet nar vannverket tar 5 vannprgver hver med volum 1/2 liter.
Du kan benytte at A fra punkt a) vil vaere tilnzermet normalfordelt.

Hvilken konklusjon kan vannverket trekke hvis nullhypotesen forkastes?
Hva hvis den ikke forkastes?

c) Hva blir teststyrken for testen i punkt b) for A = 157

Hvordan ma vannverket ta vannprgvene for & oppna en teststyrke pa
0,99 for A = 157

Oppgave 2.

LaY;jfori=1,...,m og j =1,...,k veere uavhengige og normalfordelte
stokastiske variable alle med varians o? og med

EY;; = p; for i=1,...,m.
La¥Y; =1%" Y 0g Y. = 135, ¥ og sett n=m¢.
a) La S} = SSE/(n — k), hvor
k m _
SSE= Y 33(% — %)
i=1i=1
Gi en begrunnelse for at S2 er en forventningsrett estimator for o2.

Anta i punktene b) og c) at z,,...,z; er gitte tall slik at

p#; = a+ bz; (1)
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for parametere a og b. Vilar Z = %Efﬂ 27 .

b) Vis at minste kvadraters estimatorer for a og b er

Y. - Bz

o
]

og

Tia (Y = Yo )(=i — 7)
Ek’:l(‘r.f - i)2

¢) Gi en begrunnelse for at S = m - SSR/(k — 2), hvor

B

k
SSR=Y(V; - A - Bz;),
=
er en forventningsrett estimator for o? og for at S? er stokastisk

uavhengig av S? gitt i punkt a).

Vi gnsker na a teste nullhypotesen om at (1) holder, dvs. hypotesen om at
pj-ene varierer linezert med zj-ene.

d) Forklar hvorfor det er rimelig a forkaste nullhypotesen om at (1)

holder for store verdier av testobservatoren
F=25/5,

hvor SZ og S? er gitt i punktene a) og c). Vis at under nullhypotesen
er F' F-fordelt med k—2 og n—k frihetsgrader.

Oppgave 3.

Det er viktig at sprgytemidler som benyttes i frukthager ikke er skadelig
for biene og at de heller ikke har en frastgtende effekt pa disse. I et forsgk
gnsket en & undersgke om et bestemt sprgytemiddel (“lime sulphur”) har
en frastgtende effekt pa bier. For dette formalet ble sukkerlgsninger tilsatt
ulike konsentrasjoner av sprgytemiddelet plassert i et forsgkskammer sam-
men med ca. 100 bier i to timer. Fem beholdere ble benyttet for hver av
konsentrasjonene 0.000064%, 0.00032%, 0.0016%, 0.008%, 0.04%, 0.2% og
1%. Ved slutten av forsgket malte en hvor mye biene hadde forbrukt av
sukkerlgsningene (malt i milligram) for hver av de 35 beholderene.
Resultatet av forsgket ble som fglger:
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Eksamen i ST 102, Mandag 3. juni 1991. Side 4

Konsentrasjon 0.000064 0.00032 0.0016 0.008 0.04 02 1
1 prosent
Logaritmen (med
grunntall 5) av -6 -5 —4 -3 -2 -1 0
konsentrasjonen (z;)
77 57 39 36 9 14 5
Forbruk 92 20 51 22 17 4 4
i mg. 24 90 5 27 16 T 2
(%) 72 69 47 20 15 10 3
71 71 61 51 19 4 2
Gjennomsnitt 67,2 614 50,6 312 152 78 32

(¥-5)

SSE = 6370,4 SSR = 126,17

Bemerk at vi for 4 forenkle beregningene nedenfor ogsa har oppgitt verdiene
av SSE = E):(K, Y;) og SSR = E(Y, A—Bz;)?, definert i punktene

a) ogc) i Oppga.ve 2, hvor her z; a.nglr logaritmen (med grunntall 5) av
konsentrasjonen.

a) Tegn opp bienes gjennomsnittlige forbruk av sukkerlgsningene som
funksjon av logaritmen (med grunntall 5) av konsentrasjonen i et
diagram. Benytt testen i Oppgave 2 punkt d) til & teste hypotesen
om at det er en linezer sammenheng mellom forbruk og logaritmen av
konsentrasjonen. Hva blir konklusjonen?

Det kan vzere aktuelt i den foreliggende situasjonen 2 foreta analysen basert
pa transformerte data av forbruket. Vi vil betrakte to transformasjoner av
dataene, nemlig logaritme-transformerte data:

Y:; =In Y,
og logit-transformerte data:
Y =In(¥;/(95 - ¥3)).

De transformerte datasettene blir som fglger:
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Logaritmen (med

grunntall 5) av -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
konsentrasjonen

434 404 366 3.58 220 264 1.61
Logaritmen 452 3.00 393 3.09 283 1.39 1.39
av forbruket 3.18 4.50 4.01 3.30 2.77 195 0.69
(¥%) 428 423 385 3.00 271 230 1.10

426 426 4.11 3.93 294 139 0.69
Gjennomsnitt 412 401 391 3.38 269 1.93 1.10

SSE = 5,467 SSR=1,812

Logaritmen (med

grunntall 5) av -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
konsentrasjonen
1.45 041 -036 -049 -226 -—1.76 -—2.89
Logit- 342 -132 015 -1.20 -1.52 -3.13 -3.13
transformert -1.09 2.89 032 -092 -160 -2.53 -3.84
forbruk 1.14 098 -0.02 -132 -167 -2.14 -3.42
(l':"; 1.09 1.09 0.58 0.15 -139 -3.13 -3.84
Gjennomsnitt 1.20 0.81 0.13 -0.76 -1.69 —-2.54 -3.42

SSE =23,048 SSR=0,9755

b) Undersgk pd samme mate som i punkt a) om det er linezer sammen-
heng mellom hver av de transformerte datasettene over bienes forbruk
av sukkerlgsningene og logaritmen av konsentrasjonen av sprgytemiddel.

Uansett  resultatet av undersgkelsene i punktene a) og b) er det fore-
tatt linezere regresjonsanalyser av sammenhengen mellom bienes forbruk
av sukkerlgsningene og logaritmen (med grunntall 5) til konsentrasjonen av
sprgytemiddelet. Det er foretatt separate analyser for de utransformerte
dataene (Y;;-ene) sa vel som for de to transformerte datasettene (Y;;-ene og
Y!-ene).

Disse analysene ga fglgende estimater for parameterene a og b (gitt i (1)
i Oppgave 2) og verdier for R?:
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Eksamen i ST 102, Mandag 3. juni 1991.

Utransformerte data (Y;;)
Parameter Estimat Standardfeil

a —2.05 4,44
b © -11.96 1.231
R?=0.74

Loga.ritme-tf;aflsformerte (}E._ta (Y‘;l_

Parameter E;ti_mat Sta.n?lgrdfeil )

a 1.47 0.157
b -0.515 0.043

R? = 0.81

Logit-transformerte data (Y,-;-’
Parameter Estimat Standardfeil

a -3.29 0.265
b -0.800 0.073
R? =0.78

Side 6

Videre er det lagd plott av residualene i disse regresjonsanalysene mot loga-
ritmen (med grunntall 5) til konsentrasjonen av sprgytemiddel. Disse plot-

tene er gitt pa neste side, men ikke (ngdvendigvis) i samme rekkefglge som
resultatene av regresjonsanalysene ble presentert. (Skalaen langs y-aksen
er med vilje fjernet fra plottene.)

c) Identifiser hvilket residualplott som hgrer til hver av de tre regresjons-

analysene som er foretatt. Svaret skal begrunnes.

d) Diskuter for hver av de tre regresjonsanalysene om forutsetningene

for a benytte linezr regresjon ser ut til & vzere oppfylt. Kommenter

ogsa resultatene fra testingen i punktene a) og b) i lys av denne

diskusjonen.

Hvilken av regresjonsanalysene (om noen) syns du gir en tilfredsstil-

lende analyse av dataene.
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Oppgave 4.

I denne oppgaven skal vi studere og illustrere en teknikk som benyttes i
biologisk forskning for 4 finne ut om en populasjon av dyr eller planter
er i “genetisk likevekt” eller om populasjonen er utsatt for genetiske en-
dringer (for eksempel pa grunn av innvandring fra en populasjon med annen
genetisk sammensetning).

Vi konsentrerer oss om et bestemt genpar som kan bestd av to ulike
gener som vi kaller A og a. De ulike genkombinasjonene for dette genparet
blir fglgelig AA, Aa og aa. Vi forutsetter at vi for et gitt individ kan
identifisere hvilken av de tre genkombinasjonene individet har (enten fordi
de tre genkombinasjonene gir individer som ser ulike ut eller ved hjelp av
genteknologiske teknikker).

Vi antar at den populasjonen som studeres er (uendelig) stor, og betrak-
ter et tilfeldig uttrukket individ. Sannsynlighetene for at dette individet
(uansett kjgnn) skal ha genkombinasjonene AA, Aa og aa, henholdsvis,
antas & veere ps4,pac OF Paa-

Et individ i neste generasjon arver tilfeldig ett av farens gener og ett av
morens gener. Sannsynligheten for at individet skal arve genet A fra sin far
er fglgelig i

1
0=pas+ EpAa ;

Dette er ogsa sannsynligheten for at individet skal arve A fra sin mor. Vi
antar videre at han- og hunindividene ikke har noen spesielle preferanser
1 partnervalget, slik at pardannelsen foregir tilfeldig. Dette betyr at et
avkom far genene fra sin far og sin mor uavhengig av hverandre.

a) Vis at sannsynlighetene for at et individ i neste generasjon skal ha
genkombinasjonene AA, Aa og aa blir

Paa=0%, paa=20(1-6) og p.=(1-6), (2)

henholdsvis. (En kan lett innse at disse sannsynlighetene vil veere
uendret ogsa i de derpa fglgende generasjoner.)

En populasjon som tilfredsstiller (2) er i “genetisk likevekt”, sikalt Hardy-
Weinberger likevekt, og avvik fra denne likevekten betyr at populasjonen
er i endring f.eks. pa grunn av innvandring.
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b) Betrakt en populasjon som er i Hardy-Weinberger likevekt, dvs. som
tilfredsstiller (2). Vi trekker et tilfeldig utvalg pa n individer fra
populasjonen og registrerer deres genkombinasjoner. La X 44, X4, og
X.a angi antallet av de n som har genkombinasjonene A4, Aa og aa,
henholdsvis. Sett opp likelihood funksjonen og vis at sannsynlighets-
maksimeringsestimatoren for € blir

2X 44+ Xaa
2n

c) Forklar hvordan du vil teste hypotesen om at populasjonen er i Hardy-
Weinberger likevekt, dvs. hypotesen om at (2) holder.

6 =

Vi vil benytte overstdende til & studere om torskebestanden nzr Dan-
mark og i1 @stersjgen er i Hardy-Weinberger likevekt. Torsk er blitt fanget
ved Lolland, Bornholm og Aland og forekomsten av torsk med ulike typer
hemoglobin har blitt studert. Vi ngyer oss med & kalle hemoglobintypene
for AA, Aa og aa. En fant fglgende fordeling av genkombinasjonene for de
ulike stedene.

Genkombinasjon
Sted AA Aa aa | Totalt
Lolland 27 30 12 69
Bornholm | 14 20 52 86
Aland 0 5 75 80

d) Test hypotesen om at torskepopulasjonen ved Lolland er i Hardy-
Weinberger likevekt. Test ogsa hypotesen om at torskebestanden ved
Bornholm er i Hardy-Weinberger likevekt. Kan du foreta en test om
at populasjonen ved Aland er i Hardy-Weinberger likevekt basert pa
de foreliggende dataene? Kommenter resultatene.

Da Bornholm ligger mellom Lolland og Aland kan en tenke seg at torsken
fanget ved Bornholm bestar av en blanding av en gstlig (Aland) og en vestlig
(Lolland) torskestamme som hver for seg er i Hardy-Weinberger likevekt. I
sa fall blir sannsynlighetene for genkombinasjonene AA, Aa og aa for torsk
fanget ved Bornholm

PAAB = aﬂi +(1—-a)8}
PAc,B ='- 2&8‘-\(1 — 91) + 2(1 i C!)BL(]. - 9[,) (3)
Pz = (103 +(1—a)1—0s)°
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hvor 63 og 6y er f-verdiene som inngar i (2) for torskestammene ved Aland
og Lolland, henholdsvis, og a er en ukjent parameter som angir blandings-
forholdet.

La éi veere estimatoren gitt i punkt b) beregnet pa grunnlag av tallene
fra Aland, og la @ veere den tilsvarende estimatoren basert pa dataene fra

Lolland.
e) Forklar hvorfor en rimelig estimator for a kan fastlegges ved ligningen

2X448 + X4aB
2npg

+(1— &) =

ab.
A

hvor X448 og X4.,5 er antall torsk med genkombinasjon AA og Aa
fanget ved Bornholm og np er totalt antall torsk fanget der. Beregn
& pa grunnlag av de observerte data.

f) Vurder, uten & foreta noen formell hypotesetesting, om “blandings-

modellen” (3) virker rimelig.

SLUTT



