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I emnet STK 4010 Asymptotisk teori vil det stadig bli behov (i) for a vise at
en reell tallfglge konvergerer mot en grense og (ii) for a finne denne grensen. “The
Sqeeze Law”, kjent fra tidligere matematikkemner, kan brukes i mange tilfelle,
men den fgrer ikke alltid fram. Det vil derfor veere behov for a innfgre nye begrep
limsup,,_, ., og liminf, ..

Folgende definisjoner skulle veere velkjente

Definisjon 1 Tallfglgen a,,,n = 1,2, ... konvergerer mot en endelig grense a hvis
det til enhver € > 0 finnes et tall ng = ng(e) slik at

la, —a| <e foralle n > ng.

Med symboler skriver vi:

an, — G Nar n — oo eller nh_)nolo an = G.
Definisjon 2 Tallfglgen a,,n = 1,2,... konvergerer mot co hvis det til enhver

stor M finnes et tall ng = no(M) slik at a,, > M for alle n > ny.
Med symboler:

a, — 00 TNar n — oo eller lim a, = co.
n—oo
En tilsvarende definisjon gjelder for lim,, . a, = —oc.
Dessverre eksisterer ikke lim,, .., a,, = a for alle tallfglger a,,,n =1,2,.... En

ma derfor veere forsiktig med a bruke lim,, ., hvis en ikke allerede har verifisert at
grensen eksisterer. Av den grunn er det hensiktsmessig a innfgre grensebegrepene,

limsup og liminf
n—o0 n—0oo
som ifplge Definisjon 3 nedenfor alltid eksisterer.

Definisjon 3 A = limsup,,_, ., a,, A endelig, hvis det til enhver ¢ > 0 finnes et
tall Ny = Ny(e) slik at



1. for alle n > Ny er a, < A+ ¢ og

2. uendelig mange a, > A — ¢

Hvis 1. ikke er oppfylt for noen A, settes limsup,,_, a, = oc.

Hvis 1. er oppfylt for en eller annen A, men ikke 2. for noen A, settes
lim sup,,_, o, @, = —00.

Denne definisjonen dekker alle mulige reelle tallfglger, sa A = limsup,,_,, a, er
na alltid definert.

def .

Oppgave 1 Definer B = liminf, . (a,) = —limsup,,_,.(—a,).

Vis at hvis |B| < oo, sa vil det til enhver € > 0 finnes et tall Ny = Ny(e)
slik at

3. for allen > Ny er a, > B —¢ og

4. uendelig mange a, < B + ¢
For hvilke tallfglger er B = 0o og for hvilke er B = —00?
Na folger en alternativ definisjon av lim.
Setning 1 Tallfslgen a,,n =1,2,... har lim,,_,,, a, = a hvis og bare hvis

lim sup a,, = liminf a,, = a.
n—oo

n—oo

Bevis La |a| < o0.
Anta at lim,,_,. a,, = a. Det vil si at

a—e<a,<a-+e
bare n er stor nok. Men ifglge definisjonen av lim sup og liminf ma da
lim sup a,, = liminf a,, = a.
n—oo n—oo

Anta sa at limsup,,_, . a, = liminf, ., a, = a. Ilfglge definisjonen av lim sup
(1.) og definisjonen av liminf (3.) vil vi da ha at a — e < a,, < a + ¢ bare n er
stor nok, altsa lim,, .. a, = a.

Oppgave 2 Gjennomfer beviset for Setning 1 nar a = +o0.

Det finnes flere enkle og nyttige ulikheter for operasjoner med limsup og
lim inf:

Setning 2 La a,,n=1,2,...0g b,,n=1,2,... veere to vilkarlige tallfglger.

2



1. liminf,(a,) < limsup, (a,)
2. liminf,(a,)+liminf, (b,) < liminf,(a,+b,) < liminf(a,)+limsup, (b,) <
lim sup,,(a,, + b,) < limsup,,(a,) + limsup,, (b,)

3. Hvis a,, < b,,n=1,2,...,saer

liminf(a,) < liminf(b,) og limsup(a,) < limsup(b,)

Bevis
1. Sett B = liminf,(a,) og A = limsup, (a,), og anta A < B. Bare n er stor
nok er
alle a, <A+¢ og alle a, > B —¢.

Men dette er umulig hvis f. eks. ¢ = (B — A)/3 (tegn figur!). Altsama A > B
2. Vi beviser den forste ulikheten, beviset for de andre er tilsvarende. Sett

A= li%inf(an), B = limninf(bn) og C= limninf(an +by).

Anta A+ B > C. Vikan velge e = [(A+ B) — C]/4 > 0, og vet at bare n er stor
nok er
alle a, >A—¢ og alle b, > B —¢,

det vil si at alle a,,+b,, > A+B—2 . Samtidig skal uendelig mange a,,+b, < C'—¢,
men dette er umulig (tegn ny figur!). Altsa ma A+ B < C.

3. Sett liminf,, a,, = A og liminf, b, = B. Anta A > Bogvelge = (A—B)/3.
Vi vet at bare n er stor nok er

alle a,>A—¢ og uendelig mange b, < B + ¢,

men dette er umulig siden a, < b, for alle n. Altsa ma A < B. Den andre
ulikheten vises pa tilsvarende mate.

Oppgave 3 Fullfgr beviset for punktene 2. og 3. i Setning 2.

Oppgave 4 Finn eksempel pa tallfglger {a,} og {b,} der a,, < b, for alle n men
lim sup,,(a,) > liminf, (b,).

Oppgave 5 Vis at hvis bade lim,, a,, = a og lim,, b, = b eksisterer, sa eksisterer
ogsa lim,(a, + b,) og er lik a + b.

Oppgave 6 Vis at hvis a,, > 0 og b,, > 0 for alle n, sa er

limsup(a, - b,) < limsup(a,) - lim sup(b,,)
0g
liminf(a, - b,) > liminf(a,) - liminf(b,)

n—oo n—oo n—oo



Til slutt folger noen eksempler pa hvordan disse resultatene kan anvendes.

Eksempel 1 Anta a, < b, < ¢, for alle n og at lim, a,, og lim,, ¢, eksisterer.
Da er

lim a, = liminfa, <liminfb, <limsupb, <limsupc, = lim c,.

n—00 n—00 - n—oo Nn—00 n—00 n—00

Hvis lim,, a,, = lim,, ¢,, = b, folger sa at lim,, b,, eksisterer og er lik b.
(Dette siste resultatet er Squeeze Law.)

Eksempel 2 Ifglge Oppgave 6 er

liminf(a,) - liminf(b,) < liminf(a, - b,) <

n—oo n—oo n—oo

< limsup(a, - b,) < limsup(a,) - limsup(b,)

n—oo

hvis alle a,, > 0 og alle b, > 0. Hvis grensene til {a,} og {b,} ogsa
eksisterer, folger at lim,(a, - b,) eksisterer og er lik lim,, a, - lim,, b,,.

Eksempel 3 La {a,} veere en tallfolge og sett o, = (a1 + -+ + a,)/n. Det er
relativt enkelt a vise at hvis lim,, a,, eksisterer sa vil ogsa lim,, o,, eksistere
og veere lik lim,, a,,.

Finn eksempel der det omvendte ikke gjelder.

Men det kan vises at vi alltid har

liminf a,, < liminf o, <limsup o, < limsup a,.
o0

n—oo n— n—oo n—00



