ECON2130: EKSAMEN 2015v

SENSORVEILEDNING.
Det anbefales at de 9 deloppgavene merket med A, B,... teller likt — uansett variasjon i
vanskelighetsgrad. Svarene er gitt i << ... >> Grensen til bestatt bar ligge pa ca 30-33%.

Oppgave 1

En klasse pa 25 elever pa videregaende bestar av 15 jenter og 10 gutter. 4 av jentene og 2 av
guttene rgyker. En elev trekkes ut rent tilfeldig (slik at alle 25 har samme sannsynlighet).

A ) Sett opp en frekvenstabell over de fire mulige kombinasjonene av kjgnn og
raykestatus. Dvs. fyll inn

Ikke -
Reyker reyker Sum
Jente
Gutt
Sum 25
i) Definer begivenhetene G og R ved, G = «den uttrukne er gutt» og R = «den

uttrukne rgyker». Finn fglgende 4 sannsynligheter

P(G), P(GNR), P(GUR) og P(G|R)

<< Svar:
i)
R R Sum
J 4 11 15
G 2 10
Sum 6 19 25

P(G)=10/25=0.40  P(GR)=2/25=0.08

P(GUR)=(2+4+8)/25=14/25=0.56

(Eventuelt P(G UR) =P(G) + P(R) — P(G NR) =10/25 + 6/25—2/25=14/25)
P(GAR) 2/25 2

P(GIR)= P(R) _6/25_620'333

>>>



B. Det trekkes 3 elever fra klassen til en komité rent tilfeldig (dvs. slik at alle ikke-
ordnete utvalg pa 3 er like sannsynlige). La X veere antallet i komiteen som rgyker.

i) Forklar hvorfor X er hypergeometrisk fordelt.
i) Beregn P(X =2) (med 3 desimalers ngyaktighet).
[Hint: For & lette regningen oppgis LZSSJ =2300.]
iii)  Bruk kjente egenskaper ved den hypergeometriske fordelingen til a vise at
E(X)=0.72 og Var(X)=0.5016
<< Svar: i) Populasjonen bestar av N = 25 enheter hvorav M = 6 er R. Under

forutsetning av at utvalget pa n = 3 er rent tilfeldig, vil X = antall R i utvalget,
veere hypergeometrisk med punktsannsynlighet

(ﬂ[ s j

XN\ 3—X

P(X:X)zz—s’
(BJﬁlgj

(i) somgir P(X =2)= 2\1) 1519 1939, .

25\ 2300
3

x=0,1,2,3

(iii)  Formler i Lavas gir

E(X)=np=3-(0.24)=0.72, derp :M:£=0.24, 0g
N 25
N —n 22
Var(X)=np(1- =3(0.72)(0.28) — =0.5016
(X) =np( D)N__1 (0.72)( )24
>>>
C. I tillegg til X innfarer vi Y = antall jenter i komiteen. Den simultane fordelingen for

(X,Y), bestemt ved f(x,y)=P(X =xNY =Yy), er gitt i tabell 1 (som du ikke
trenger a vise):

Tabell 1 Tabell over f(x,y)

y
0 1 2 3 sum
0 0.024 0.134 0.191 0.072 0.421
1 0.024 0.125 0.201 0.096 0.446
X 2 0.003 0.033 0.059 0.029 0.124
3 0.000 0.002 0.005 0.002 0.009




| | sum | 0051 | 0294 | 0456 0.199 | 1.000

i) Forklar hvorfor f(3,0)=0.
i) Beregn P(X =Y).
1)  Antavivetatdeter 2 jenter og 1 gutt i den uttrukne komiteen, men ikke om de

rayker eller ikke. Hva er da sannsynligheten for at hgyst en av dem rayker?
[Hint: Finn P(X <1|Y =2) ]

<<< Svar: 1) Begivenheten (X,Y)=(3,0) impliserer at det bare er gutter i komiteen og at

alle 3 rgyker. Dette er umulig siden bare 2 av guttene i klassen rgyker, og sannsynligheten for
en umulig begivenhet er 0.

i)
P(X=Y)=P[(X=0nY =0)u(X =1nY =) U---U(X =3nY =3)]|=
=f(0,0)+ f(L,2) +---+ f(3,3) =0.024 + 0.125+ 0.059 + 0.002 = 0.210
iii)
< =
P(X <1[Y =2) = P(X <1nY =2) _ f(0;2)+ f(1,2) _0.191+0.201 _ 0.392 _ 0.8596...
P(Y =2) Z F(x.2) 0.456 0.456
x=0 ’
>>>
D. Beregn korrelasjonskoeffisienten mellom X og Y.

[Hint: For & lette regningen oppgis
3 3
E(Y)=18 Var(Y)=0.7 og > > xyf(x,y)=134 ]

x=0 y=0

<<< Svar: Korr.koef. mellom X og Y er p=p(X,Y)= cov(X, Y) . Fra hintet og
JVar(X)Var(Y)
Biii, far vi:
3 3
cov(X,Y) =E(XY)—E(X)-E(Y)=>_> xyf(x,y)—E(X)-E(Y)=1.34—(0.72)(1.8) =0.044
x=0 y=0
cov(X,Y) 0.044

hvorav p=p(X,Y)= >>>

Nar(X)Var(Y) (0.5016)(0.7)

E. Utvalget i punkt B blir trukket uten tilbakelegging pa falgende mate. Alle elevene
skriver navnet sitt pa en lapp som legges i en kurv (til sammen 25 navnelapper).
Utvalget trekkes sa ved a trekke en og en navnelapp av gangen uten a legge den
uttrukne lappen tilbake i kurven far neste trekning.



Anta vi i stedet trekker 3 elever med tilbakelegging (dvs. vi trekker lappene en og en,

men legger hver lapp som blir trukket tilbake i kurven fgr neste trekning). Med denne
metoden er det naturligvis en viss risiko for at en og samme elev (dvs. navnelapp) blir
trukket ut flere ganger.

Finn sannsynligheten for at de 3 navnelappene (trukket ut med tilbakelegging) er
forskjellige.

[Hint: Det er flere mater & finne denne sannsynligheten pa. Du kan selve velge
den du synes er best. En av dem er a beregne antall gunstige utfall og antall
mulige utfall.

En annen metode er falgende: La A vare begivenheten at de to farste
navnelappene som blir trukket er forskjellige, og B begivenheten at alle tre er
forskjellige (der altsa B er den begivenheten vi gnsker sannsynligheten for).
Forklar hvorfor B=AnB og P(A)=24/25. Bruk sa

multiplikasjonssetningen pa P(ANB). ]

<<< Svar: Gunstig-pa&-mulig-metoden: Det er 25° mulige utfall som alle er like
sannsynlige. Av disse er 25-24-23 gunstige muligheter, som gir sannsynlighet
for B lik 0.8832..
Metode 2: Vi har B= A. | et Venndiagram er dette uttrykt ved at B er
inneholdt i A, som impliserer B=ANB.
Alternativt: Hvis A B inntreffer, ma B inntreffe. Pa den annen side, hvis B
inntreffer, ma ogsa A inntreffe siden B = A. Dermed B=ANB.

. 24 23
Vihar P(A)=— og P(B|A)=— , hvorav
(A)=2c 09 P(B|A)=—-
24.23
P(B)=P(ANB)=P(AP(B|A) == -=08832  >>>

Oppgave 2

| 2014 ble det i Sverige trukket et representativt utvalg pa n =1313 ungdommer i
aldersklassen 16-29 ar. Av disse var det 107 som rgykte jevnlig. | 2012 rgykte 10% av
ungdommer i denne aldersklassen i Sverige. Vi gnsker a teste om tallene tyder pa at rgyking
blant ungdommer i Sverige har gatt ned fra 2012 til 2014.

La X veere antall som rgyker jevnlig i et representativt utvalg pa n ungdommer. Anta at X er
binomisk fordelt med parametre n og p (kort: X ~ bin(n, p) ), der p er andelen av

ungdommer i Sverige som rayker jevnlig i 2014, og som tolkes som sannsynligheten for at en
tilfeldig valgt ungdom i Sverige rgyker.



A.
i) Sett opp en test med signifikansniva 5% for H,: p>0.1 mot H,: p<O0.1.
Skriv testen pa formen, «Forkast H, hvis X <k » og bestem den kritiske
verdien k.
i) Beregn p-verdien (tilnzermet) for testen i i) basert pa tallene i innledningen og
formuler en konklusjon. Bruk heltallskorreksjon ved beregning av p-verdien.
<<< Svar:

)} Testobservatoren med p, =0.1 er i utgangspunktet

A — _ _ _ tilnermet

p-01  X-13811 X -1311 X 1311t N(0.1) hvis p=0.1
\/0.1*0.9 Jnp,(1-p,)  ~118.17 10.87

1313
En tilneermet 5% test er derfor:

Forkast H, hvis %83711 <-1.645 (=5%-prosentilen i N(0,1)).

Dette kriteriet er ekvivalent med Forkast H, hvis X <131.1-(1.645)(10.87), dvs.
Forkast H, hvis X <113.2189

som er ekvivalent med (siden X er heltallig):
Forkast H, hvis X <113 (=k)

i) Den observerte verdien av X er x, = X, =107, som gir forkastning pa 5% - dvs. det
er sterk evidens i data for at rgyking blant ungdommer i Sverige har gatt ned.

heltallskorreksjon

p-verdi=P (X <107) = P, (X<107.5)= Pp_o.l(

10.87 10.87
=P,_,,(£<-217)~G(-2.17)=0.015 (p-verdi ~ 0.0132 uten heltallskorreksjon)
der G(z) er den kumulative fordelingsfunksjonen i N(0,1).

X -131.1 < 107.5—131.1)

>>>

B. i)  Utled en tilneermet formel for styrkefunksjonen for testen din i punkt Ai, der du
tilneermer den binomiske fordelingen med en normalfordeling.

i)  Forklar kort hva som menes med begrepet «feil av type 2» ved bruk av en test.

iii)  Beregn (tilneermet) sannsynligheten for feil av type 2 for testen din i punkt Ai
dersom den ukjente p er lik 0.095, og dersom p=0.105.



<<< Svar:

i) Levas, regel 5.20, sier at X er tilnzermet normalfordelt (np, w/np(l— p)) dersom
Var(X)=np(1- p) =5, noe som ikke er noe problem her siden n er sa stor).
Styrkefunksjonen:

N { 113-np J
Jnp(L-p)

] med heltallskorreksjon. Begge varianter bgr godtas her.)

y(p) =P, (forkast Hy) = P (X S113)=Pp[ X-np _ 113—an

Jnpl-p)  npL-p)
113.5—-np

(eventuelt y(p) =G| ———
’ L/np(l—p)

ii)  Feil av type 2 kan kun oppsta dersom H, er gal, og man med testen ikke forkaster H,.
Hvis H,er sann, er feil av type 2 umulig og har sannsynlighet 0.

iii) Hvis p=0.105, gjelder H,, og P(feil type 2) =0 .
Hvis p=0.095, er H,gal og

P(feil type 2) = P(ikke forkast H,) =1— 7(0.095) ~1- G (113—‘”'0} —1-G(~1.10) = 0.8643

VNp(1-p)

p=0.095

(Med heltallskorreksjon blir

. 113.5—-np
P(feil type 2)%—6(—] =1-G(-1.06) =0.8554 )
Jnp(L-p) 008
>>>
Oppgave 3

Resultatene fra den svenske undersgkelsen i oppgave 2 er splittet opp pa kvinner og menn
som vist i tabell 2.

Tabell 2 Antall kvinner og menn, 16-29 ar, som rgyker - basert pa et representativt
utvalg fra Sverige 2014.

Kvinner Menn sum
Royker 67 40 107
Reyker ikke 674 532 1206
sum 741 572 1313

Vi kan se pa dette som to utvalg, et for kvinner (n, =741 personer), og et for menn

(n, =572 personer). La X,, X,, betegne henholdsvis antall kvinner som rgyker og antall
menn som rayker i to slike utvalg. De observerte verdiene av X, , X,, i utvalget er 67 og 40
henholdsvis.



Anta X, X,, er uavhengige stokastiske variable som begge er binomisk fordelte,

X ~bin(n,, p,) og X,, ~bin(n,,p, ), der p.,p, erandelen henholdsvis av kvinner og
menn i alderen 16-29 ar i Sverige som rgyker i 2014. Andelene p,, p,, betraktes som ukjente,
og tallene n,,n,, som gitte tall (ikke-stokastiske).

Vi gnsker & bruke data til & estimere forskjellen i andel, 8= p, — p,, , Samt beregne et
konfidensintervall for & .

. . A~ X X . . .
A. i) Visat §=—X—-—Y eren forventningsrett estimator for & . Beregn estimatet
nK nM

d,,. (der indeksen obs indikerer den observerte verdien).

i) Vis at standardavviket (SD) for 0 er gitt ved

SD(é):\/pK(]r-]_ pK)+ Pw (::-]_ pM)

iii) Forklar hvorfor 6 er tilnermet normalfordelt.

<<< Svar:
i) Av regler for forventning i Levas falger
A X X 1 1 1 1
E(Q): E(_K__MJZ_E(XK)__E(XM)z_nK Pk =——NuPm =Pk = Pwm =0
K nM K nM nK nM
Estimat: 4, = o7 _ 40 _ 4.090-0.070=0.020
741 572
i)  Siden X,,X,, eruavhengige
Var(é) =Var(ﬁ—x—“”j=izm (1= P+ =y Py (L py ) = RE=P) | Pl Pu)
nK M nK nM K nM

Dermed SD(6) =+/Var() som gir uttrykket i oppgaven.

iii)  Falger av regler for normalfordeling: Hvis X,, X, er uavhengige og normalfordelte, vil

enhver linezrkombinasjon, a, X, +a,X, vare normalfordelt. & er en linezerkombinasjon av

to uavhengige variable som begge er tilneermet normalfordelte og ma derfor selv veere
tilneermet normalfordelt.
>>>



A

B. i)  Detkan vises (som du ikke trenger a gjgre) at W = SE(é) er tilnsermet standard

normalfordelt (N(0,1)) uansett &, der standardfeilen, SE(é) , er estimert
standardavvik som i punkt Aii, der de ukjente p,, p,, er erstattet med estimater.

Bruk dette til & utlede en formel for et konfidensintervall for @ med konfidensgrad
tilneermet 0.95.
i)  Beregn det observerte konfidensintervallet utledet i punkt Bi ut fra data.

<<< Svar: i) Med konfidensdgrad 0.95, brukes N(0,1)-kvantilen z,,,. =1.96 og vi
har 0.95~P(~1.96< ng_(g) <1.96)=--= P(é-l.%-SE(é) <0<6+1.96- SE(é)) , som

gir konfidensintervallet

éil.ga-SE(é):éﬂ_ge.JPK(l— Pi) , Pu@=Py)

K nM

der P, :% og Py, =>:—M , med estimater P, ., =0.090 og p,,, =0.070, som gir
K M

SE(6) =0.0150
i)  Observert Kl

[éil.%.SE(é)] =0, +1.96-SE() =0.020+ (1.96)(0.015) =[—0.009, 0.049]

obs

>>>



